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Resumen

El presente trabajo de investigación trata de dar cuenta acerca de cómo se podŕıan
mejorar las aptitudes de los estudiantes para resolver integrales de variable real (racionales
de senos y cosenos e integrales impropias) usando el teorema del residuo de variable compleja,
haciendo uso comprensivo del conocimiento adquirido en la solución de integrales reales y la
construcción de andamios de aprendizaje sobre el teorema del residuo de variable compleja
y su posterior aplicación en la solución de integrales de variable real.

Lo anterior sustentó el diseño y aplicación de secuencias didácticas (“realizaciones didácti-
cas”) a través del uso de las TIC en el aula para motivar a los estudiantes a investigar por śı
mismos. Además, usar diferentes recursos como los v́ıdeos, web y gráficos para promover la
actitud activa y participativa de los estudiantes que se implica en el proceso de aprendizaje.
Hay que añadir que las diferentes herramientas digitales potencian el trabajo en equipo, se
hace más sencillo aprender unos de otros. Todo lo anterior incentiva la autonomı́a e interés
del estudiante por el saber aprendido y estimula la curiosidad para adquirir habilidades
comunicativas y de razonamiento necesarias en su formación profesional.

El desarrollo de aptitudes matemáticas en los estudiantes, conlleva grandes desaf́ıos para
toda la comunidad educativa, principalmente para los docentes, ya que implica importan-
tes cambios en la forma de enseñar y, por consiguiente, en el rol del estudiante, que debe
posicionarse activa y reflexivamente en su proceso de aprendizaje.

El grupo de investigación esta constituido por 13 estudiantes de la Universidad Tecnológi-
ca de Pereira, que han aprobado el curso de matemáticas II o cálculo integral y que tienen
nociones básicas de variable compleja.

El análisis de resultados fue cualitativo, se realizó mediante el estudio de caso y se en-
cuentra enmarcado en realizaciones didácticas atribuidas a la teoŕıa de situaciones didácticas
de Brousseau como contribución al desarrollo del campo de la didáctica de la matemática
francesa. Por tal razón, la metodoloǵıa de investigación empleada fue la ingenieŕıa didáctica
a través de sus cuatro fases, las cuales se describirán más adelante y que ponen de mani-
fiesto la transición del pensamiento de los estudiantes al resolver integrales reales usando el
teorema del residuo de variable compleja.

Palabras clave: Ingenieŕıa didáctica, situaciones didácticas, fases de la ingenieŕıa didácti-
ca, teorema del residuo, técnicas de integración.
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Abstract

The present research work tries to give an account of how students’ aptitudes to solve
real variable integrals (rational of sines and cosines and improper integrals) could be impro-
ved using the complex variable residual theorem, making comprehensive use of knowledge
acquired in the solution of real integrals and the construction of learning scaffolds on the
theorem of the complex variable remainder and its subsequent application in the solution of
integrals of real variable.

The foregoing supported the design and application of didactic sequences (”didactic rea-
lizations”) through the use of ICT in the classroom to motivate students to investigate by
themselves. In addition, use different resources such as videos, web and graphics to promote
the active and participatory attitude of the students that is involved in the learning process.
It should be added that the different digital tools enhance teamwork, it becomes easier to
learn from each other. All of the above encourages the autonomy and the interest of the
student.

The development of mathematical aptitudes in students entails great challenges for the
entire educational community, mainly for teachers, since it implies important changes in the
way of teaching and, consequently, in the role of the student, who must be actively and
reflectively positioned in their learning process.

The research group is made up of 13 students from the Technological University of Pereira,
who have passed the course in mathematics II or integral calculus and who have basic notions
of complex variables.

The analysis of results was qualitative, it was carried out through a case study and is
framed in didactic achievements attributed to Brousseau’s theory of didactic situations as a
contribution to the development of the didactic field of French mathematics. For this reason,
the research methodology used to be a didactic engineering through its four phases, which
will be described later and which reveal the transition of students’ thinking when solving
real integrals using the complex variable residue theorem.

Keywords: Didactic engineering, didactic situations, phases of didactic engineering, re-
mainder theorem, integration techniques.
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Introducci�on

El siguiente trabajo de investigaci�on est�a orientado al dise~no e implementaci�on de un
m�odulo did�actico para la ense~nanza-aprendizaje del teorema del residuo de variable
compleja y su aplicaci�on en la soluci�on de integrales reales, usando la ingenier��a did�actica
como propuesta metodol�ogica para la construcci�on e implementaci�on del m�odulo did�actico,
siguiendo las cuatro fases que corresponden de la ingenier��a.

Tal vez una de las preocupaciones latentes en nuestro quehacer docente es c�omo ense~nar y
para qu�e ense~nar un t�opico especi�co, en el curso de matem�aticas II o c�alculo integral es
sabido que uno de los principales objetivos es que los estudiantes aprendan las diferentes
t�ecnicas de integraci�on para posteriormente aplicarlas a ejercicios de contexto y llegar a la
representaci�on en series de potencias de algunas funciones. Sin embargo, durante la
ense~nanza de las t�ecnicas de integraci�on, es com�un escuchar a nuestros estudiantes
cuestionar el para qu�e aprenden estas t�ecnicas y quiz�as si existe una manera m�as sencilla
de resolver las integrales que puedan presentarse. Por esta raz�on uno de los principales
retos como docentes es la b�usqueda constante de herramientas que puedan facilitar la
ense~nanza de los t�opicos matem�aticos y eso implica relacionar los saberes aprendidos con
temas m�as avanzados de matem�aticas.

En este caso particular, relacionar el teorema del residuo de variable compleja en la
soluci�on de integrales racionales trigonom�etricas e integrales impropias de variable real; de
esta manera evolucionan sobre los conocimientos adquiridos para solucionar estas
integrales, mejorando as�� su capacidad de reexi�on y cr��tica respecto a la forma en la qu�e
aprenden y para qu�e aprenden. Se espera que este trabajo de investigaci�on ayude a
potencializar las diferentes capacidades y habilidades matem�aticas que tienen los
estudiantes de la Universidad Tecnol�ogica de Pereira al solucionar integrales reales usando
el teorema del residuo de variable compleja. Adem�as, proponer un m�odulo did�actico que
puedan utilizar los docentes de la Universidad para la ense~nanza-aprendizaje de este t�opico
tan importante en la formaci�on de futuros ingenieros y tecn�ologos.
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Cap��tulo 1

Descripci�on del problema

1.1. Planteamiento del problema

En el curso de matem�aticas II o c�alculo integral contemplado en los programas de
ingenier��as y tecnolog��as de la Universidad Tecnol�ogica de Pereira, se les ense~na a los
estudiantes las diversas maneras o t�ecnicas que se pueden utilizar para solucionar de
manera e�ciente las diferentes integrales de variable real, reconociendo la naturaleza de las
funciones que se encuentran en el integrando y determinando cu�al o cu�ales de las t�ecnicas
permiten encontrar el resultado, en ocasiones para ciertas integrales estas t�ecnicas
presentan un obst�aculo ya que cuesta tenerlas presentes o en efecto no hay claridad de en
qu�e caso y para qu�e tipo de integrales es m�as conveniente usar una t�ecnica u otra. Es por
esta raz�on y teniendo en cuenta el grado de complejidad que se encuentra en algunas
integrales de variable real que se toma como tem�atica la integraci�on en variable real y sus
formas de soluci�on, como punto de partida para desarrollar y mejorar aptitudes
matem�aticas tales como el razonamiento num�erico en la resoluci�on de problemas de
integrales de variable real usando el teorema del residuo de variable compleja; de esta
manera el presente trabajo plantea resolver la siguiente pregunta de investigaci�on:

>C�omo ense~nar el teorema del residuo de variable compleja a estudiantes
universitarios para solucionar integrales reales racionales de senos y cosenos e
integrales impropias mediante la ingenier��a did�actica como metodolog��a?

1.2. Justi�caci�on

La comprensi�on de los m�etodos de soluci�on en integraci�on de variable real, que comienza a
gestarse en el curso de matem�aticas II o c�alculo integral, es quiz�a uno de los logros m�as
importantes a alcanzar por el estudiante, �esta secuencia conceptual es una herramienta
fundamental que se usa en otras disciplinas; siendo en la educaci�on superior un elemento
necesario para dar continuidad a su formaci�on profesional.
Adem�as, el componente num�erico variacional que est�a impl��cito en las t�ecnicas de
integraci�on, se puede aprovechar para el desarrollo de aptitudes comunicativas y de
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razonamiento que est�an estrechamente relacionadas a todos los contextos reales y que m�as
adelante podr�an usar en la resoluci�on de problemas. Es importante entonces la necesidad
de desarrollarlas en el estudiante, en un mundo en el que se deben realizar, abstracciones,
inferencias y pensar de forma l�ogica. Por tanto, es fundamental que el estudiante, articule
el aprendizaje de sus cursos previos y pueda fortalecerlos con nuevas herramientas que
permitan evolucionar sus concepciones e ideas al adquirir nuevos conocimientos con el �n de
mejorar sus habilidades matem�aticas y aplicarlas en la soluci�on de ejercicios en contexto.

Con este trabajo se pretende cambiar el enfoque de ense~nanza tradicional en el que el
profesor es el actor principal del proceso de ense~nanza-aprendizaje y el estudiante es un
receptor pasivo; por un enfoque m�as activo en el que los estudiantes participan activamente
en su proceso de formaci�on y realizan una construcci�on constante de sus conocimientos.
Con el objetivo de mejorar las aptitudes matem�aticas en los estudiantes universitarios al
desarrollar integrales reales de mayor complejidad.

Por tanto se hace necesario dise~nar y aplicar, una secuencia que ampli�e el conocimiento de
las t�ecnicas de integraci�on vistas en el curso de matem�aticas II o c�alculo integral,
favoreciendo su aprendizaje y que permita desarrollar otras aptitudes matem�aticas.

Por tal raz�on, se realiza un estudio de caso usando la ingenier��a did�actica como
metodolog��a para validarla en el contexto de la Universidad Tecnol�ogica de Pereira y
promover su uso en la ense~nanza de las matem�aticas.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo General

Validar la pertinencia de la ingenier��a did�actica, como metodolog��a para favorecer las
aptitudes matem�aticas durante el aprendizaje del teorema del residuo de variable compleja
y su aplicaci�on en la soluci�on de integrales de variable real, a trav�es de una secuencia de
ense~nanza aplicada a un grupo de estudiantes de la Universidad Tecnol�ogica de Pereira.

1.3.2. Objetivos Espec���cos

Realizar un diagn�ostico sobre el estado de competencia en la soluci�on de integrales
reales, en estudiantes que hayan aprobado o est�en cursando la asignatura
matem�aticas II o c�alculo integral de la Universidad Tecnol�ogica de Pereira.

Dise~nar secuencias de ense~nanza que contemplen las condiciones de los estudiantes de
la Universidad Tecnol�ogica de Pereira, usando la ingenier��a did�actica como
metodolog��a.
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Aplicar las secuencias de ense~nanza a un grupo de estudiantes de la Universidad
Tecnol�ogica de Pereira que hayan aprobado o est�en cursando la asignatura
matem�aticas II o c�alculo integral para favorecer el aprendizaje y mejorar sus
habilidades matem�aticas a partir del teorema del residuo de variable compleja y su
aplicaci�on en la soluci�on de integrales reales.

Validar internamente la ingenier��a did�actica (secuencias de ense~nanza y su aplicaci�on)
confrontando el an�alisis a priori con el an�alisis a posteriori de acuerdo con los
registros que se efect�uen al grupo intervenido.
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Cap��tulo 2

Marco Referencial

2.1. Marco Contextual

La universidad Tecnol�ogica de la ciudad de Pereira es una entidad de car�acter acad�emico
del orden nacional, con personer��a jur��dica, autonom��a administrativa y patrimonio
independiente, adscrito al Ministerio de Educaci�on Nacional, que se considera como
m�axima expresi�on cultural y patrimonio de la regi�on, con 63 a~nos de antig•uedad. En la
actualidad cuenta con m�as de 18.000 estudiantes provenientes de todos los barrios y
corregimientos del municipio de Pereira e incluso estudiantes de otras ciudades o
municipios. [13]

Adem�as de disponer en su infraestructura con amplios espacios para la ense~nanza de los
diversos programas de pregrado y posgrado que se ofertan por las diferentes dependencias
acad�emicas, tambi�en ofrece servicios a la comunidad educativa de Pereira y sus
corregimientos.

De acuerdo con el plan de la asignatura de matem�aticas II o c�alculo integral, el docente, en
el proceso ense~nanza-aprendizaje de las t�ecnicas de integraci�on, previamente inicia con un
acercamiento a la integral de�nida (notaci�on sigma, sumas de Riemann, primer teorema
fundamental del c�alculo); posteriormente ense~na los m�etodos de integraci�on (integraci�on
por cambio de variable, integraci�on por partes, integraci�on de funciones racionales (4
casos), integraci�on de potencias de funciones trigonom�etricas, integraci�on por sustituciones
trigonom�etricas, integraci�on de funciones racionales de senos y cosenos, (sustituciones
diversas) para continuar con las aplicaciones de la integral de�nida (�areas bajo curvas,
�areas entre curvas, volumen de un s�olido, volumen de un s�olido de revoluci�on, entre otras),
aplicaciones para las cuales ser�a necesario usar las diferentes t�ecnicas de integraci�on y
solucionar el problema que sea planteado. Lo que implica dar la explicaci�on, realizar
ejemplos y proponer actividades de ejercitaci�on algor��tmicas. [2]

Dentro de los fundamentos del curr��culo para la formaci�on integral esta asignatura aporta
signi�cativamente en el aprender a aprender y el aprender a hacer, principalmente. Para la
formaci�on permanente, la b�usqueda sistem�atica de conocimiento en el campo de la
Matem�atica II, tanto en la bibliograf��a como en la red de informaci�on (internet), debe
incentivar al estudiante a la actualizaci�on continua y permanente del estado de su
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conocimiento en este campo. En concordancia con lo anterior se establece la pertinencia de
este trabajo de investigaci�on ya que el uso del teorema del residuo de variable compleja en
la soluci�on de integrales reales ser�a una nueva herramienta que los estudiantes pueden
aprovechar para resolver de una manera m�as e�ciente ciertas integrales que resueltas por
las t�ecnicas usuales de integraci�on se vuelven bastante extensas y en muchos casos con
procesos algebraicos engorrosos, adem�as de las di�cultades propias al rede�nir los l��mites
de integraci�on cuando sea necesario.

2.2. Marco te�orico

2.2.1. Dimensi�on Hist�orica-Epistemol�ogica

La evoluci�on educativa y el desarrollo alcanzado por la did�actica de la matem�atica han sido
est��mulo para plantear un cambio en el sistema educativo. Siendo de suma importancia los
compromisos entre quienes tienen a su cargo el hacer posible esos ajustes, ocupando un
lugar relevante las instituciones formadoras de los docentes. Desde esa perspectiva es
necesario analizar las pr�acticas que se llevan a cabo en la formaci�on de profesores de
matem�atica. Por esta raz�on la investigaci�on en el aula de clases ha cobrado inter�es, teniendo
en cuenta que el punto de partida es la reexi�on acerca de la propia pr�actica acad�emica.

Los siguientes planteamientos te�oricos, servir�an como referencia para el objeto matem�atico
y did�actico de este trabajo, que son la soluci�on de integrales reales usando el teorema del
residuo de variable compleja y la ingenier��a did�actica.

Los estudios enfocados en la ense~nanza del teorema del residuo de variable compleja en la
soluci�on de integrales reales son escasos,sin embargo existen m�ultiples trabajos en los
cuales se estudian las diversas aplicaciones del teorema del residuo, entre ellas la utilidad
del mismo en la integraci�on de variable real.

Haremos referencia al objeto matem�atico de inter�es y sus preliminares:

Integraci�on [12]

Seaf (z) una funci�on de variable compleja continua en todos los puntos de una curva
C,asumiremos que tiene una longitud �nita es decir,C es una curva recti�cable.

Figura 2.1: Curva recti�cable

5



CAP�ITULO 2. MARCO REFERENCIAL

Si subdividimos aC en n partes por medio de puntosz1; z2; :::zn� 1, eligiendo
arbitrariamente y llamando a = z0; b= zn . En cada uno de los arcos que unen a
zk � 1 conzk (donde k va de 1 a n), elegimos un punto� k y conformamos la suma

Sn = f (� 1)(z1 � a) + f (� 2)(z2 � z1) + ::: + f (� n )(b� zn� 1)

O escribiendozk � zk� 1 = � zk , se convierte en

Sn =
nX

k=1

f (� k)(zk � zk� 1) =
nX

k=1

f (� k)� zk

Si incrementamos el n�umero de subdivisionesn de tal manera que la mayor de las
longitudes se acerque aj� zk j, �este se aproxima a cero. Dado quef (z) es continua, la
sumaSn se acerca a un limite que no depende del modo de subdivisi�on y denotamos
este limite por
Z b

a
f (z)dz o

I

C
f (z)dz llamada integral de l��nea complejao integral de l��nea def (z) a

lo largo de la curvaC.

Supongamos quef (z) = u(x; y) + iv (x; y) = u + iv y dz = dx + idy.Entonces la
integral de l��nea puede ser expresada en t�erminos de la integral de l��nea de variable
real, como sigue

I

C
f (z)dz =

I

C
u(x; y) + iv (x; y)(dx + idy)

=
I

C
u(x; y)dx � v(x; y)dy + i

I

C
v(x; y)dx + u(x; y)dy

Donde las dos son integrales de l��nea de variable real.

Propiedades de la Integral [12]

Supongamos quef (z) y g(z) son funciones integrables a lo largo de una curvaC.
Entonces se cumple lo siguiente

a)
I

C
[f (z) � g(z)]dz =

I

C
f (z)dz �

I

C
g(z)dz.

b)
I

C
kf (z)dz = k

I

C
f (z)dz dondek es cualquier constante.

c)
Z b

a
f (z)dz = �

Z a

b
f (z)dz

d)
Z b

a
f (z)dz =

Z m

a
f (z)dz +

Z b

m
f (z)dz dondea; b; m son puntos en C.

e) j
I

C
f (z)dzj � ML dondejf (z)j � M es decir,M es un limite superior dejf (z)j en

C y L es la longitud deC.
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Para plantear uno de los teoremas m�as importantes , el teorema de la integral de
Cauchy se requieren los siguientes conceptos. [8]

1) Trayectoria Simple Cerrada : Es una trayectoria cerrada sin auto
intersecciones y que no se toca a s�� misma.(Figura 2)

Figura 2.2: Trayectoria simple cerrada

2) Un Dominio Simplemente Conexo D : En el plano complejo es un dominio
tal que toda trayectoria simple cerrada enD contiene s�olo puntos deD. Un dominio
que no es simplemente conexo se denomina m�ultiplemente conexo. (Figura 3)

Figura 2.3: Dominios simples y m�ultiplemente conexos

Teorema De Cauchy-Goursat

Si f (z) es una funci�on anal��tica con su derivada continua en todos los puntos en un
dominio simplemente conexoD, entonces para toda trayectoria simple cerradaC en
D se cumple lo siguiente. [8]

I

C
f (z)dz = 0 (2.1)

Demostraci�on:

Sabemos que
f (z) = u(x; y) + iv (x; y); dz = dx + idy

Bajo la condici�on de quef (z) es continua, tenemos lo siguiente.

I

C
f (z)dz =

I

C
[u(x; y) + iv (x; y)(dx + idy)]

Resolviendo tenemos,

7



CAP�ITULO 2. MARCO REFERENCIAL

I

C
[udx + i 2vdy] + i

I

C
[vdx + udy]

Usando el teorema de Green, establecemos una relaci�on de la integral de l��nea con la
integral doble de super�cie, de tal forma que:

Z

C
P(x; y)dx + Q(x; y)dy =

ZZ

D

�
@Q
@x

�
@P
@y

�
dA

Es necesario queP(x; y) y Q(x; y) sean continuas al igual que sus derivadas parciales.

Ahora aplicando el teorema de Green a las expresiones complejas, siendof (z)
anal��tica. Entonces,

ZZ

D

�
� @v
@x

�
@u
@y

�
dxdy + i

ZZ

D

�
@u
@x

�
@v
@y

�
dxdy

Se deben cumplir las ecuaciones de Cauchy Riemann.

ux = vy; uy = � vx

Por lo tanto la expresi�on anterior se hace cero y se veri�ca que

I

C
f (z)dz = 0

En la soluci�on de ciertas integrales es necesario analizar los puntos para los cuales la
funci�on f (z) no es anal��tica. Para hallar este tipo de integrales es necesario conocer el
siguiente teorema.

Teorema 1: Independencia con respecto a la trayectoria:[8]

Si f (z) es anal��tica en un dominio simplemente conexoD, entonces la integral def (z) es
independiente de la trayectoria enD.

Demostraci�on

Seanz1 y z2 dos puntos cualquiera enD. Se consideran las dos trayectoriasC1 y C2 en D
desdez1 hasta z2 sin ning�un otro punto en com�un,como se muestra en la �gura 4.C �

denota la trayectoriaC2 con orientaci�on invertida (�gura 5). Se integra desdez1 sobreC1

hasta z2 y sobreC � de regreso az1. Esta es una trayectoria simple cerrada, y el teorema de
Cauchy se aplica bajo la hip�otesis del teorema actual; con lo que se obtiene cero.

Figura 2.4: Trayectoria 1
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Figura 2.5: Trayectoria 2

Z

C1

f (z)dz +
Z

C � f (z)dz = 0 por lo tanto
Z

C1

f (z)dz = �
Z

C � f (z)dz

Sin embargo, el signo negativo del miembro derecho desaparece si se integra en direcci�on
contraria, desdez1 hasta z2, lo que demuestra que las integrales def (z) sobreC1 y C2 son
iguales.
Z

C1

f (z)dz =
Z

C2

f (z)dz

Esto se cumple para trayectorias que solo tienen en com�un los puntos terminales.

Principio de deformaci�on de la trayectoria:

Para trayectorias que adem�as de tener en com�un los puntos terminales tambi�en tienen en
com�un un n�umero �nito de puntos. Imaginemos que la trayectoriaC2 en la �gura 4 se
obtuve a trav�es de C1 por la deformaci�on continua esto es, sobre la trayectoria de
integraci�on se conservan �jos los puntos terminales; en la medida en que la trayectoria de
deformaci�on no contenga puntos en quef (z) no sea anal��tica, el valor de la integral de
l��nea permanecer�a igual bajo la deformaci�on.

Teorema integral de Cauchy [12]

Seaf (z) una funci�on anal��tica en un dominio simplemente conexo, seaC una trayectoria
simple cerrada contenida enD y seaz0 un punto interior de C, entonces (Figura 6)

Figura 2.6: Trayectoria simple cerrada

f (z0) =
1

2�i

I

C

f (z)
z � z0

dz (2.2)
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Donde la integraci�on se toma en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj.
Este teorema tambi�en es llamado f�ormula integral de Cauchy.

Extensi�on de la f�ormula integral de Cauchy [8]

Seaf (z) una funci�on anal��tica en un dominio simplemente conexoD, seaC una trayectoria
simple cerrada contenida enD y seaz0 un punto interior de C, entoncesf (z) es
diferenciable en cada punto deD y la derivada n-�esima def (z) en el punto z0 viene dada
por,

f n (z0) =
n!

2�i

I

C

f (z)
(z � z0)n+1

dz (n 2 Z)

El teorema integral de Cauchy se puede considerar como un caso especial de lo
anterior,cuandon = 0 si de�nimos 0! = 1.

Los resultados obtenidos son bastante importantes porque demuestran que si se conoce una
funci�on f (z) en la trayectoria cerrada simpleC, entonces los valores de la funci�on y todas
sus derivadas se pueden encontrar en todos los puntos dentro deC. Por lo tanto, si una
funci�on de una variable compleja tiene una primer derivada, es decir, es anal��tica, en un
dominio simplemente conexoD, todas sus derivadas superiores existen enD. Esto no
necesariamente es cierto para funciones de variables reales.

Antes de mencionar el teorema del residuo de variable compleja, es necesario hablar de
singularidades, para eso tenemos lo siguiente.

Clasi�caci�on de Singularidades [4]

Un punto z0 se llama unpunto singular de la funci�on f si f no es holomorfa
(anal��tica) en z0 pero es holomorfa en alg�un punto de todo entorno dez0. Un punto
singular se dice que es aislado (singularidad aislada) si, adem�as existe un entorno
punteado 0< jz � z0j < � de z0 en el quef es holomorfa.

El punto singular z0 llamado unasingularidad removible de f (z) si l��m
z! z0

f (z)

existe. Adem�as las Singularidades removibles Son aquellas donde es posible asignar a
f (z0) un n�umero complejo; de tal forma quef (z) se vuelve holomorfa enjz � z0j < R

Si z = z0 es unasingularidad aislada de f , se dice que es un polo si l��m
z! z0

f (z) = 1

Una singularidad aislada es esencial si no es removible ni polo. En este caso,f (z) no
tiene l��mite cuando z ! z0
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Teorema del Residuo [8]

Seaf (z) una funci�on anal��tica dentro de una trayectoria simple cerradaC y sobreC,
excepto por un n�umero �nito de puntos singularesz1; z2:::zk dentro deC. Entonces la
integral se efect�ua en sentido contrario a las manecillas del reloj alrededor de la trayectoria
C.

I

C
f (z)dz = 2�i

kX

j =1

Res
z= zj

f (z) (2.3)

Es decir, la integralf (z) alrededor deC es 2�i veces la suma de los residuos def (z) en las
singularidades encerradas porC.

Si bien los trabajos sobre la ense~nanza-aprendizaje en la utilizaci�on del teorema del residuo
de variable compleja para solucionar integrales reales son escasos, son muchos los trabajos
que mencionan las m�ultiples aplicaciones de este teorema, destac�andose entre ellas la
soluci�on de integrales de variable real (racionales de senos y cosenos e impropias) que
usualmente representan gran complejidad en el c�alculo integral.

Aplicaciones del teorema del residuo al c�alculo de integrales [4]

Las aplicaciones m�as importantes del Teorema del residuo es el c�alculo de ciertos tipos de
integrales reales. La idea b�asica es relacionar esas integrales reales con otras integrales
sobre una trayectoria cerrada en el plano complejo, evaluar esta �ultima mediante residuos y
utilizar el resultado para deducir el valor de la primera. Enfoc�andonos en algunos tipos de
integrales a las que se le puede aplicar la t�ecnica con �exito.

1. Integrales del tipo
R2�

0 R(cos(� ); sin(� ))d�

Suponemos queR es una funci�on racional de dos variables continua en la
circunferencia unitaria, la idea para calcular esta integral por el teorema del residuo
es convertirla en una integral sobreC(0; 1) (disco unitario) de una funci�on compleja
que tambi�en va a ser racional.

Al parametrizar la trayectoria del disco unitario se tiene que
z = cos(� ) + i sin(� ) = ei� , obteniendo

cos(� ) =
1
2

�
ei� + e� i�

�
=

1
2

�
z +

1
z

�

sin(� ) =
1
2i

�
ei� � e� i�

�
=

1
2i

�
z �

1
z

�

Como
dz
d�

= iei� , se tiene que
d�
iz

, y la integral dada asume la formaI =
I

C
f (z)

dz
iz

Para calcular la integral solo nos interesan los polos que est�an dentro del disco
unitario.
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2. Integrales impropias de funciones racionales
R1

�1 f (x)dx

Integral para la que el intervalo de integraci�on no es �nito, signi�ca que

1Z

�1

f (x)dx = l��m
a!�1

0Z

a

f (x)dx + l��m
b!1

bZ

0

f (x)dx (2.4)

En este caso suponemos que:

f (x) es una funci�on racional real cuyo denominador es diferente de cero para todo
n�umero real x y que su grado es por lo menos dos unidades mayor que el grado del
denominador. As�� el l��mite existe y es posible considerar la integral de contorno
correspondiente alrededor de una trayectoriaC.

Entonces es posible escribir,

1Z

�1

f (x)dx = l��m
R!1

RZ

� R

f (x)dx =
I

C
f (z)dz

Bajo estas condiciones siz1; z2:::; zq es el conjunto de los ceros del polinomio del
denominador que est�an en el semiplano superior, se veri�ca que

1Z

�1

f (x)dx = 2�i
qX

j =1

Res[f (z); zj ]

Se suma sobre todos los residuos def (z) correspondientes a los polos def (z) en el
semiplano superior.

En el presente trabajo se busca documentar y dar a conocer los conceptos fundamentales y
algunas aplicaciones del Teorema del residuo desde el an�alisis complejo ya que en la
mayor��a de los libros no se profundiza la importancia del teorema.

Es necesario evidenciar la importancia que tiene el Teorema del Residuo para solucionar
gran cantidad de integrales que son muy dif��ciles de calcular en c�alculo de variable real y
que se facilitan mediante el uso del teorema del residuo de variable compleja.

2.2.2. Teor��as Constructivistas

Sobre la formaci�on de conocimientos, en su propuesta de la nueva organizaci�on de
ense~nanza, Douady (2008), adopta la hip�otesis de Piaget seg�un el cual \ los conocimientos
no proceden de la sola experiencia de los objetos ni de una programaci�on innata
preformada del sujeto, sino de construcciones sucesivas con elaboraciones constantes de
estructuras nuevas", menciona Douady, que para Piaget el equilibrio es el factor
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fundamental del desarrollo cognoscitivo", ya que mani�esta que \durante los periodos
iniciales existe una raz�on sistem�atica de desequilibrio, que es la asimetr��a de las
a�rmaciones y negaciones", mani�esta Douady, que la equilibraci�on progresiva es un
proceso indispensable para el desarrollo, cuyas manifestaciones se modi�can en el sentido
de un mejor equilibrio en su estructura cualitativa como en su campo de aplicaci�on. En
otros t�erminos, Douady (2008), mani�esta que el proceso de formaci�on del conocimiento
seg�un lo anterior ser��a el siguiente: [3]

". . . comienza con la asimilaci�on, que ser�a, tarde o temprano trabada por perturbaciones:
las compensaciones obtenidas se traducir�an en una nueva construcci�on cuyas regulaciones,
que caracterizan sus fases, serian a la vez, compensadoras, teniendo en cuenta la
perturbaci�on (implicando as�� la formaci�on al menos virtual de la negaci�on) y formadoras en
relaci�on a la construcci�on, y esto hasta la constituci�on de una nueva estructura equilibrada
el desarrollo posterior de procesos an�alogos".

A nivel del aprendizaje, mani�esta Douady que en la medida que ciertos errores aparecen
como un factor de equilibrio (contradicci�on por ejemplo), comprendemos que pueden tener
un rol productivo. Esto se produce sobre todo en una situaci�on colectiva donde tenemos
necesidad de validaci�on. En efecto, para explicar y desechar errores, debemos construir
argumentos para convencer (reequilibraci�on). Por tanto, la ense~nanza tiene la obligaci�on de
organizar tan e�cazmente como sea posible, un juego de desequilibrios y reequilibrios al
nivel de las concepciones de los ni~nos. Este juego puede evolucionar seg�un los momentos,
de manera individual o colectiva.

Se debe reexionar constantemente el quehacer docente y buscar nuevas y mejores
herramientas para el proceso de ense~nanza, que se ajuste al estudiante, para apropiarlo de
la cultura matem�atica, no solo en el aprendizaje de un \saber matem�atico", sino tambi�en
en la capacidad de aplicarlo en los diferentes contextos a los que se encuentre expuesto,
esto implica mejorar sus habilidades matem�aticas sobre todo en situaciones ante las cuales
no se tiene un procedimiento preconcebido.

En consecuencia, la labor del docente trasciende y no se debe limitar solo a la explicaci�on
de conceptos, �el adem�as debe dise~nar las actividades o tareas que permitan cumplir con los
objetivos propuestos, deber�a ser innovador, mediador, promoviendo y motivando
constantemente al estudiante para que construya el conocimiento, se trata de cambiar poco
a poco la pr�actica tradicional, incorporando nuevas tendencias de ense~nanza, donde se
tiene presente la percepci�on del estudiante, sus intereses, sus necesidades, su forma de ver
el entorno f��sico y social, su edad y conocimientos, apuntando a la acci�on y a despertar el
inter�es por aprender. [3]

2.2.3. La teor��a de las situaciones did�acticas (TSD)

Una de las teor��as constructivistas que responde a las expectativas anteriores y est�a a la
vanguardia en la educaci�on matem�atica, es la teor��a de situaciones did�acticas (TSD) de
Guy Brousseau, basada en un enfoque en el que se busca una construcci�on que permite
comprender las interacciones sociales entre los estudiantes, docentes y saberes matem�aticos

13



CAP�ITULO 2. MARCO REFERENCIAL

que se dan durante una clase y que condicionan lo que el estudiante aprende y c�omo lo
aprende, sostiene que el conocimiento matem�atico se constituye fundamentalmente cuando
se reconoce, aborda y se resuelven problemas que son producidos a su vez por otros
problemas, es all�� donde los estudiantes generan conocimientos como resultado de una
b�usqueda y adaptaci�on constante al \medio" con el que interact�ua.

Brousseau postula que para todo conocimiento (matem�atico) es posible concebir una
\situaci�on" con el �n de analizarlas y posteriormente criticarlas para proponer otras m�as
adecuadas, teniendo presente que la \situaci�on" sirve para describir tanto al conjunto no
necesariamente determinado de condiciones que enmarcan una acci�on.�El describe el
proceso de producci�on de conocimientos matem�aticos a partir de dos tipos de interacciones
b�asicas. [15]

La interacci�on del estudiante con una problem�atica que presenta obst�aculos y brinda
retroacciones

La interacci�on de los estudiantes con el docente.

\En la Teor��a de Situaciones Did�acticas de G. Brousseau, se de�ne que una situaci�on
did�actica es un conjunto de relaciones expl��cita y/o impl��citamente establecidas entre un
alumno o un grupo de alumnos, alg�un entorno (que puede incluir instrumentos o
materiales) y el profesor, con el �n de permitir a los alumnos aprender -esto es,
reconstruir- alg�un conocimiento. Las situaciones son espec���cas del mismo"

Brousseau propone un modelo en el cual intervienen tres elementos fundamentales:
estudiante, profesor y el medio did�actico. En esta terna, el profesor es quien proporciona el
medio en el cual el estudiante construye su conocimiento. As��, el t�ermino situaci�on
did�actica se re�ere al conjunto de interrelaciones entre tres actores:
profesor-estudiante-medio. Dentro de esta din�amica existe otra dimensi�on: la situaci�on
a-did�actica; en la cual se dar�a un proceso de confrontaci�on del estudiante ante un problema
dado, en el cual construir�a y validar�a su conocimiento.

Seg�un Brousseau, un obst�aculo es una concepci�on que ha sido en principio e�ciente para
resolver alg�un tipo de problema, pero que falla cuando se aplica a otro. Debido a su �exito
previo se resiste a ser modi�cado o a ser rechazado: que son constantes y resistentes. Para
superar tales obst�aculos se precisan situaciones did�acticas dise~nadas para hacer a los
estudiantes conscientes de la necesidad de cambiar sus concepciones y para ayudarles a
conseguirlo Brousseau (1983), citado por Godino (2010), da las siguientes caracter��sticas de
los obst�aculos: [6]

Un obst�aculo es un conocimiento, no una falta de conocimiento.

El estudiante utiliza este conocimiento para producir respuestas adaptadas en un
cierto contexto que encuentra con frecuencia.

Cuando se usa este conocimiento, fuera del contexto genera respuestas incorrectas.
Una respuesta universal exigir��a un punto de vista diferente.
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El estudiante se resiste a las contradicciones que el obst�aculo le produce y al
establecimiento de un conocimiento mejor. Es indispensable identi�carlo e incorporar
su rechazo en el nuevo saber.

Brousseau, mani�esta que frente a la teor��a psicol�ogica que atribuye los errores de los
estudiantes a causas de tipo cognitivo, se admite la posibilidad de que tales errores puedan
ser debidos a causas epistemol�ogicas y did�acticas, por lo que la determinaci�on de este tipo
de causas proporciona una primera v��a de soluci�on.

Se trata entonces de reconocer los obst�aculos o di�cultades, que al superarse, produjeron el
desarrollo del concepto, para que el estudiante los enfrente y proponga las soluciones en un
intento por llegar a la soluci�on �optima (la actual).

Para el presente trabajo se prev�en di�cultades para cambiar el contracto did�actico que est�a
impl��cito en la ense~nanza tradicional que se imparte en la Universidad Tecnol�ogica de
Pereira, por el propuesto en la teor��a de las situaciones did�acticas; generalmente los
estudiantes esperan que el docente les entregue sus conocimientos, �el decide si los toma,
dependiendo del grado de motivaci�on que tenga, su problem�atica y necesidades
individuales; adem�as conviven con �el, una gran cantidad de distracciones y la cultura
medi�atica le sugiere el logro de objetivos de manera r�apida y f�acil, sin realizar grandes
esfuerzos, en contraposici�on al fundamento de la teor��a de situaciones did�acticas que exige
disciplina y esfuerzo ya que se requiere una participaci�on activa y aut�onoma en su proceso
de aprendizaje.

Brousseau (1983), citado por Godino J (2010), plantea las di�cultades de tipo did�actico
que se pueden presentar ante el cambio de metodolog��a de ense~nanza: [6]

\El aprendizaje por adaptaci�on al medio, implica necesariamente rupturas cognitivas,
acomodaciones, cambio de modelos impl��citos (concepciones), de lenguajes, de sistemas
cognitivos. Si se obliga a un alumno o a un grupo a una progresi�on paso a paso, el mismo
principio de adaptaci�on puede contrariar el rechazo, necesario, de un conocimiento
inadecuado. Las ideas transitorias resisten y persisten. Estas rupturas pueden ser previstas
por el estudio directo de las situaciones y por el indirecto de los comportamientos de los
alumnos".

Por lo tanto en la ense~nanza, se deben contemplar los condicionantes cognitivos, culturales,
sociales, �siol�ogicos del estudiante, al igual que el estudio de las nuevas metodolog��as para
adaptarlas o complementarlas en el en el aula, de tal forma que este cambio no resulte
traum�atico.

Menciona Douady, R., (2008), que la TSD. [3]

\. . . da una clasi�caci�on de las situaciones de clase pero no da condiciones sobre los
problemas susceptibles de servir e�cazmente como contenidos en esas situaciones, dicho de
otro modo, no estudia particularmente las relaciones entre contenidos y situaciones".

Por lo tanto, en este trabajo de investigaci�on la teor��a de las situaciones did�acticas, servir�a
de apoyo para el an�alisis de las evidencias obtenidas en el aula, que ser�an concluyentes por
la propuesta o instrumento did�actico.
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Cap��tulo 3

Marco Metodol�ogico

El dise~no metodol�ogico de esta investigaci�on se basa en la Ingenier��a Did�actica, que esta
enmarcada en la teor��a de las situaciones did�acticas de Brousseau (1997), la cual seg�un
Aldana & Pe~na (2014) es pertinente cuando se trata de estudios donde se analiza la manera
en la que los estudiantes adquieren un concepto, ya que posibilita de manera exible que el
docente investigador elabore sus propias secuencias did�acticas de ense~nanza, para mediar
de esta manera en la comprensi�on de los saberes matem�aticos que pretende ayudar a
construir en sus educandos. Por esta raz�on, la ingenier��a did�actica responde al c�omo
dise~nar y c�omo aplicar una secuencia de ense~nanza. [11]

La Ingeniera did�actica busca interrelacionar los tres elementos del tri�angulo did�actico:
docente, estudiante y saber, de acuerdo a una secuencia de fases, de tal forma que el dise~no
de la situaci�on o instrumento did�actico juegue el papel central, pues es a partir de ella, que
el estudiante construir�a el conocimiento.

Al respecto, Artigue (1995) [1], menciona que el sentido del trabajo matem�atico llevado a
cabo debe ser claramente percibido y que los conocimientos construidos en un contexto
particular deben ser relacionados por el docente con los saberes matem�aticos
institucionales, tanto en sus contenidos como en sus formas de expresi�on. Es as�� como, el
dise~no de una secuencia de situaciones, para que los estudiantes mejoren sus habilidades
matem�aticas y aptitudes, tomando como objeto de estudio la integraci�on de variable real y
su soluci�on por medio del teorema del residuo de variable compleja, fue uno de los retos en
el presente trabajo de investigaci�on que se valid�o al �nal, despu�es de confrontar los an�alisis
a priori y a posteriori.

3.1. Tipo de investigaci�on

Se trata de una investigaci�on de tipo cualitativo, que se llevo a cabo mediante el estudio de
caso, con el �n de validar la pertinencia de la Ingenier��a Did�actica en el dise~no y aplicaci�on
de una secuencia did�actica, que favoreci�o las habilidades matem�aticas en los estudiantes de
la Universidad Tecnol�ogica de Pereira, �esta metodolog��a tiene como caracter��stica,
\realizaciones did�acticas" constructivistas, para llevar al aula de clase. Respaldada en la
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concepci�on, realizaci�on, observaci�on y an�alisis de una secuencia de ense~nanza en el tema de
integraci�on de variable real y su soluci�on por medio del teorema del residuo de variable
compleja, a partir de un an�alisis preliminar detallado, que tuvo en cuenta el contexto de los
estudiantes, el an�alisis hist�orico{epistemol�ogico, el an�alisis did�actico y el cognitivo. [1]

La poblaci�on de investigaci�on esta constituida por un grupo de 13 estudiantes de la
Universidad Tecnol�ogica de Pereira, cuyo requisito fue haber aprobado o estar cursando el
curso de matem�aticas II o c�alculo integral, teniendo presente el dise~no curricular de la
Universidad.

3.2. Fases de la ingenier��a did�actica

Con el �n de validar la pertinencia de la ingenier��a did�actica como metodolog��a apropiada
para mejorar las habilidades matem�aticas de los estudiantes de la Universidad Tecnol�ogica
de Pereira, en la soluci�on de integrales reales usando el teorema del residuo de variable
compleja, y adem�as desarrollar los objetivos espec���cos propuestos que conlleven a dicho
�n, se implementaron las cuatro fases propuestas por Artigue (1995), en la ingenier��a
did�actica; estas son: an�alisis preliminar, concepci�on y an�alisis a priori de las situaciones
did�acticas de la ingenier��a, experimentaci�on, an�alisis a posteriori y validaci�on, como se
muestra en el siguiente diagrama:

Figura 3.1: Fases de la ingenier��a did�actica - Elaboraci�on propia
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Artigue (1995) [1] expresa, que algunos de estos an�alisis tendr�an predominancia sobre los
otros, lo cual se evidenciara en las fases posteriores, adem�as, uno de los puntos de apoyo
esenciales reside en el an�alisis preliminar detallado de las concepciones de los estudiantes,
de las di�cultades y errores m�as frecuentes.

A continuaci�on se describe el desarrollo de cada una de las fases de la ingenier��a did�actica.

3.2.1. Fase 1: An�alisis Preliminar

Esta primera fase corresponde a la etapa de exploraci�on y descubrimiento de las
concepciones que tienen los estudiantes, de los obst�aculos y di�cultades en la
ense~nanza-aprendizaje de la soluci�on de integrales reales usando las t�ecnicas de integraci�on
usuales impartidas en los cursos de c�alculo integral o matem�aticas II, siendo de suma
importancia evaluar las ideas previas de los estudiantes, teniendo en cuenta que la
educaci�on es un proceso en constante construcci�on en el cual hay que analizar la evoluci�on
de los conocimientos. Adem�as, se hace un an�alisis de la ense~nanza tradicional y sus efectos.

3.2.1.1. An�alisis Cognitivo

Los estudiantes deben estar en capacidad de discernir y evaluar constantemente lo que
aprenden, preguntarse cu�ales son los m�etodos que facilitan su aprendizaje, cu�ales son las
ideas o teor��as que pueden aplicar para avanzar en su formaci�on integral. Por esta raz�on se
hace necesario hacer un an�alisis preliminar sobre las concepciones que los estudiantes
tienen sobre el tema a tratar y reexionar sobre sus saberes previos.

Durante este an�alisis se busca determinar la manera en la que los estudiantes han
aprendido a solucionar integrales reales (racionales de senos y cosenos e integrales
impropias), conocer el proceso que realizan para identi�car las t�ecnicas de integraci�on que
consideran apropiadas para su desarrollo y los procesos impl��citos en su soluci�on.

Descripci�on de la tarea:

Con el prop�osito de realizar el an�alisis cognitivo impl��cito en la soluci�on de integrales
reales, se propuso a un grupo de 13 estudiantes de la Universidad Tecnol�ogica de Pereira
que hubiesen cursado matem�aticas II o c�alculo integral y que han estudiado este concepto,
una situaci�on a-did�actica para veri�car si empleaban lo aprendido en sus cursos previos, ya
fuera de forma consciente o inconsciente durante la soluci�on de la actividad.

Para facilitar su an�alisis, la tarea consta de dos momentos, en el primer momento se
propuso a los estudiantes resolver cinco integrales reales (racionales de senos y cosenos e
impropias) utilizando la t�ecnica de integraci�on que consideraran pertinente en cada caso y
solucionar los ejercicios propuestos en la actividad. Al resolver las diferentes integrales se
promueve el reconocimiento y recuperaci�on de saberes previos y concepciones de los
estudiantes que ser�an �utiles para adquirir nuevas experiencias y aptitudes, tambi�en es
importante conocer las relaciones que establecen los estudiantes para realizar los c�alculos
adecuados que ayudan a optimizar los procedimientos y llegar al resultado esperado.
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En el segundo momento los estudiantes deben responder a tres preguntas que involucran su
percepci�on y la forma en la que interact�uan con el objeto matem�atico, esto con el �n de
conocer sus percepciones e invitarlos a reexionen sobre su proceso de aprendizaje y las
di�cultades propias al momento de desarrollar la actividad.

A continuaci�on se presentan los resultados obtenidos en cada uno de los momentos antes
mencionados.

Momento 1: Reconocimiento de las t�ecnicas de integraci�on para solucionar las integrales

Actividad

Duraci�on de la actividad : 2 sesiones de clase (4 horas)

1. Resolver las siguientes integrales usando la t�ecnica de integraci�on que considere
apropiada en cada caso. [8]

a)
Z 2�

0

1
5 + 3 sin �

d� b)
Z 2�

0

cos�
5 � 4 cos�

d� c)
Z 2�

0

1
2 + cos�

d�

d)
Z 1

0

1
1 + x4

dx e)
Z 1

�1

x2 � 1
x4 + 5x2 + 4

dx

A continuaci�on se presentan algunos de los resultados obtenidos en el an�alisis preliminar.

Estudiante 1

Figura 3.2: Resultado Estudiante 1

Figura 3.3: Resultado Estudiante 1

19




	Resumen
	Lista de figuras
	Lista de cuadros
	Introducción
	Descripción del problema
	Planteamiento del problema
	Justificación
	Objetivos
	Objetivo General
	Objetivos Específicos


	Marco Referencial
	Marco Contextual
	Marco teórico
	Dimensión Histórica-Epistemológica
	Teorías Constructivistas
	La teoría de las situaciones didácticas (TSD)


	Marco Metodológico
	Tipo de investigación
	Fases de la ingeniería didáctica
	Fase 1: Análisis Preliminar
	Fase 2: La concepción y el análisis a priori
	Fase 3: Experimentación - Puesta en escena
	Fase 4: Análisis a posteriori y validación


	Conclusiones y recomendaciones
	Conclusiones
	Recomendaciones

	Bibliografía

