JT° Unwversidad Tecnologica de Pereira

Universidad Tecnoldgica
de Pereira

APLICACION DEL METODO DE DARBOUX
EN EL ANALISIS DE INTEGRABILIDAD DE
UN SISTEMA DIFERENCIAL DE TIPO
LOTKA-VOLTERRA.

José Fabian Valencia Parra

Maestria en Matematica
Facultad de Ciencias Basicas

Pereira, Risaralda
2021



JT° Unwversidad Tecnologica de Pereira

Unwersndad Tecnoldgica
de Pereira

Aplicacion del método de Darboux en el analisis
de integrabilidad de un sistema diferencial de tipo
Lotka-Volterra

Trabajo de grado presentado como requisito para optar al titulo de
Magister en Matemdtica

José Fabian Valencia Parra

Director:
Dr. Pedro Pablo Cardenas Alzate

Maestria en Matematica
Facultad de Ciencias Basicas

Pereira, Risaralda
2021



Nota de Aceptaciéon

Jurado

Jurado

Jurado

Pereira, 06 de Diciembre de 2021.



AGRADECIMIENTOS

Doy gracias a mi padre Celestial por permitirme recorrer este camino y alcanzar este logro.
Dedico este trabajo a mi madre por el dnimo y el respaldo que me brindo durante este proceso.

Quiero dar las gracias a mi director Pedro Pablo Cdrdenas Alzate por su paciencia y comentarios
que me ayudaron a culminar mis estudios y de igual forma al docente y compariero de maestria
Fabian Toledo Sdnchez por sus consejos y aportes en el uso del programa Matlab.

A la maestria en Matemdtica por la formacidon brindada a través de sus calificados docentes, los
cuales me brindaron un excelente conocimiento matemdtico y formacion integral; y en especial
a su director José Rodrigo Gonzalez Granada por su apoyo y asesoria en este largo proceso.



RESUMEN

En este trabajo se estudia el problema de existencia de la primera integral para sistemas de
ecuaciones diferenciales de la forma

T = fl(l'ayvz)
Y= f2($7yvz)
z= f3($7ya Z)a

donde fi, fa, f3 son funciones polinomiales. Se aplica un método que permite encontrar
condiciones de integrabilidad en el origen; dicho método se conoce como el método de
integrabilidad de Darboux, el cual usa curvas algebraicas invariantes en la construccién de una
primera integral.

Como aplicacién de este método se considera un sistema diferencial tipo Lotka-Volterra cuyas
ecuaciones estan dadas por:

t=—x(z+ay+ fz) = P(z,y,z)
y=—y(Br+y+az)=Q(z,y,2)
z= —z(ax +ﬁy + Z) = R(x7y> Z))

donde a, 8 € Ry x,y, z representa la interaccién de las especies.



ABSTRACT

In this work we study the existence problem of the first integral for systems of differential
equations of the form

T = fi(z,y, 2)
y' = f2($7yvz>
z= f3(x7ya Z)a

where f1, fa, f3 are polynomial functions. A method is applied to find integrability conditions
at the origin; this method is known as the Darboux integrability method, which uses invariant
algebraic curves in the construction of a first integral.

As an application of this method we consider a Lotka-Volterra type differential system whose
equations are given by:

t=—x(x+ay+ Bz) = P(x,y, 2)
y=—y(fr+y+az)=Q,y,z2)
2= —z(ax+ By + z) = R(z,y, 2),

where o, 8 € R and z,y, z represents the species interaction.
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cAPiTULO 1

GENERALIDADES

Introduccion

A inicios del siglo XX, los matematicos Alfred Lotka y Vittora Volterra impulsaron ciertas
ecuaciones matematicas que describen la relacién entre dos especies que comparten un mismo
ecosistema. El modelo de Lotka-Volterra o ecuaciones predador-presa, es un sistema de
ecuaciones diferenciales no lineales y auténomas que se emplean para describir dindmicas de
sistemas bioldgicos en el que interactian dos especies.

La teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales utiliza nuevas estrategias para analizar la
solucién del sistema asociado, una de estas estrategias es la existencia de la primera integral,
que para un campo vectorial bidimensional representa su retrato de fase; los campos vectoriales
més simples son los Hamiltonianos, pero en general encontrar la primera integral es una tarea
muy complicada.

Algunos métodos se han utilizado para estudiar la existencia de las primeras integrales para los
sistemas no Hamiltonianos basados en las simetrias de Lie y Noether, la teoria de integrabilidad
de Darboux, el método directo, etc. Por lo tanto, en esta propuesta se aplica el método de
integrabilidad de Darboux para encontrar condiciones en el origen de un sistema diferencial tipo
Lotka-Volterra de la forma:

T =—z(x+ ay+ B2)
y=—y(fx+y+az) (1.1)
zZ= fz(ax+ﬁy+z),

donde z,y,z representa el nimero de individuos de cada especie y «, son coeficientes de
competencia que describen el efecto que produce cada especie sobre las de mas.
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Justificacion

Una de las principales aplicaciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales se observa en la
biologia matemaética, cuyo principal objeto de estudio es la dindmica poblacional que se ocupa
de los cambios que sufren las poblaciones biolégicas en cuanto a tamano, sexo y otros parametros
que la definen.

Fl sistema de ecuaciones diferenciales Lotka-Volterra describe la interaccién entre dos especies
en un ecosistema: una poblacién que consiste de presas y una poblacion conformada por
depredadores y se resumen en el siguiente modelo.

T = axr — PBry
. 1.2
{ y = yxy — oy, (1.2)

donde x e y son respectivamente el nimero de depredadores y presas y «, 3,7, d son parametros
reales positivos que describen la interaccion de las dos especies. En la figura [1.1] se observa las

0 «
trayectorias cerca del punto de equilibrio <, 5) paraa = 8 = 4§ =« = 1. Un andlisis completo
v

sobre la estabilidad del sistema usando los polinomios de Hurwitz se encuentra en [23].

Observacion: En 1936, Kolmogorov estudié estos sistemas y los extendié a una dimension
arbitraria, y por esta razén este tipo de sistemas también se llaman sistemas Kolmogorov.

=

Figura 1.1: Modelo presa depredador de Lotka-Volterra para 2 especies.

De la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales sabemos que una primera integral de
un sistema de ecuaciones diferenciales es una funciéon no constante f que satisface la siguiente
ecuacion.

of

of
plL
ox

OF | pO1 _y,

+ QaT, 0z
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dénde P, @, R son funciones reales continuamente diferenciables en un dominio Q C R3.

Uno de los problemas que presentan los sistemas de ecuaciones diferenciales es la biisqueda de las
primeras integrales, la cual es una herramienta clasica en la clasificacién de todas las trayectorias
de un sistema dindmico. Para sistemas diferenciales tipo Lotka-Volterra una herramienta util
es la teoria de integrabilidad de Darboux que permite expresar la primera integral como un
producto de curvas algebraicas invariantes con factores exponenciales.

Por lo anterior, en esta propuesta surge la siguiente pregunta. ; Qué condiciones de integrabilidad
se deben cumplir para un sistema diferencial tipo Lotka-Volterra de la forma [L.1ff

Objetivos

Objetivo General

Aplicar el método de integrabilidad de Darboux para encontrar condiciones de integrabilidad en
el origen de un sistema diferencial de tipo Lotka-Volterra.

Objetivos Especificos

= Describir el método de integrabilidad de Darboux y aplicarlo a sistemas de ecuaciones
diferenciales del tipo Lotka-Volterra.

» Encontrar condiciones de integrabilidad para un sistema Lotka-Volterra de la forma [L.1

= Demostrar que el sistema diferencial de la forma admite dos primeras integrales.

Metodologia

La primera fase es realizar consultas bibliogréaficas de diferentes articulos cientificos relacionados
con el tema de integrabilidad de sistemas dinamicos, teoria de integrabilidad de Darboux y
existencia de primeras integrales para sistemas Lotka-Volterra.

Con esta informacion se avanzard en el estudio de la existencia de las primeras integrales para
sistemas del tipo Lotka-Volterra.

Luego se estudiard el modelo de integrabilidad de Darboux, se realizan algunos ejemplos
aplicados a sistemas diferenciales bidimensionales y tridimensionales y por ultimo se consideran
las modificaciones para el caso de un sistema Lotka-Volterra.

Finalmente se aplica el método de Integrabilidad de Darboux para encontrar las dos primeras
integrales del sistema y las condiciones de integrabilidad.



CAPITULO 2

PRELIMINARES

En este capitulo se presentan algunas definiciones basicas de la geometria algebraica, algunos
conceptos y teoremas fundamentales de la teoria de integrabilidad de sistemas de ecuaciones
diferenciales que son el soporte para las tematicas utilizadas en los siguientes capitulos; iniciando
por algunas propiedades de las primeras integrales, independencia lineal, el teorema de cuadro
de flujo y finalizando con algunos conceptos béasicos de curvas algebraicas invariantes.

2.1. Existencia y propiedades de las primeras integrales

Consideremos un sistema diferencial auténomo en un espacio n dimensional

= f(x), r € 2 CR", (2.1)

donde 2 C R™ es un subconjunto abierto, y f(x) = (fi(x), ... fn(x)) es una funcién n dimensional
con valores vectoriales definida en (2. El sistema diferencial es suave si f € C1(02); C* k € N,
denota el conjunto de funciones cuya derivada hasta el k-ésimo orden son continuas en (2;
C*°(£2) es el conjunto de funciones infinitamente diferenciables en £2; y C" (£2) es el conjunto
de funciones analiticas en {2. Una funcién es analitica en {2 si se puede expandir como una serie
convergente de Taylor en alguna vecindad de cualquier punto de f2.

Para cualquier zo € 2 y ty € R, el sistema diferencial suave tiene una solucién tunica
x = ¢(t),t € J satisfaciendo ¢(tg) = 29 y ¢ € C1(J), donde ¢ty € J y J es el intervalo maximo
en el que se define la solucién. Entonces el conjunto I' := {¢(t) | t € J} C 2 se llama una 6rbita
o trayectoria del sistema [2.1|en {2 y x( es el punto inicial de la érbita I'. El espacio R" se llama
el espacio de fase si n > 2 o el plano fase si n = 2. El espacio R™ x R, teniendo en cuenta el
tiempo, se llama el espacio de fase extendida (o el plano de fase extendida) si n > 2. El conjunto
{(¢(t),t) | t € J} en el espacio de fase extendida se llama curva integral del sistema

Sea ¢ el campo vectorial asociado al sistema [2.1], es decir.

12
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- fl(x)ail S fn(x>ain.

Una funcién H(z) es una primera integral del sistema en {2 si,

e H(x) se define en un subconjunto completo de medidas de Lebesgue D de {2.

e H(x) no es una constante en ningin subconjunto de medidas positivas de Lebesgue de D (o
equivalente H(z) no es una constante local).

e H(z) € C(D), y es una constante a lo largo de cada 6rbita del sistema [2.1| situada en D, con
C (D) el conjunto de funciones continuas definidas en D.

Ejemplo 2.1.1. El sistema
{ = (2.2)

y=ux,

tiene la solucién general
x = Crcost + Cosint, y = Cysint — Cycost,

donde C7 y Cs son constantes integrales, que contienen todas las soluciones del sistema. Se
puede comprobar ficilmente que H = 22 + 3% es una de las primeras integrales del sistema
y estd definida completamente en el plano. En la figura [2.1| se observa que hay un punto de
equilibrio en espiral en (0,0).

<

=
N

Y

Figura 2.1: Primera Integral H = 22 + y? del sistema 2.2.

Observacidon: Aunque el sistema diferencial 2.2]est4 definido en §2, sus primeras integrales pueden
no estar definidas en la totalidad de {2. Por ejemplo, el sistema diferencial
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{ T= (2.3)

y.:_y7

se define en R? y es analitica, pero su primera integral H(x,y) = Y s6lo puede definirse en el
x

subconjunto completo de medidas de Lebesgue: R? \ {z # 0} .

Figura 2.2: Primera Integral para el sistema 2.3.

Supongamos que H es una primera integral del sistema luego para ¢ € R en términos
generales {x € {2 | H(x) = ¢} es una hipersuperficie n—1 dimensional del espacio n dimensional,
que también se denota por H = c¢. Asi el espacio n-dimensional es foliado por las n—1
hipersuperficies de nivel dimensional.

En particular, si n = 3 llamamos a H una superficie de nivel. Si n = 2 llamamos a H una curva
de nivel.

2.2. Caracterizacion y propiedades de las primeras integrales
Proposicién 2.2.1. Supongamos que H(x) es una funcion continuamente diferenciable definida

en un subconjunto completo de medidas de Lebesgue D de {2 y no es localmente constante en D.
Entonces H es una primera integral del sistema en 2 siy sélo si E(H) =0,z € D, es decir

(f(x),VH(zx)) =0, zeD, (2.4)
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donde (-,-) denota el producto interno de dos vectores, VyH(x) = (0z, H(x), ..., 0z, H(x)) es el

OH
gradiente de H y 0., H(x) = a(x),z' = 1,...,n es la derivada parcial de H(x) con respecto a

T

Z;.

Observacidon: En este trabajo se estudia principalmente las 6rbitas del sistema diferencial en
el espacio de fase y por lo tanto en la definicién de las primeras integrales no se tiene en cuenta
el tiempo t. La primera integral en funcién del tiempo ¢, por ejemplo H(t, x) se define de manera
similar, por lo tanto, una funcién continuamente diferenciable H (¢, x), (t,z) € J x D C R x ,
es invariante del sistema [2.1]si y s6lo si

OH(t,z)+ (f(x), V. H(t,z)) =0, (t,z) € Rx D.

Similarmente, para un sistema diferencial no auténomo

&= f(t,z), (t,x)e JxQ, (2.5)

en términos generales, una funcién continua H (¢, ) es una primera integral del sistema si H (¢, x)
es constante a lo largo de cada curva integral {(¢,¢(t)) | t € J}, donde v (t) es una solucién de

Sea Hi(x),...,Hy(x) las primeras integrales del sistema
e Si sus gradientes,

valv s 7vak7

son linealmente independientes en un subconjunto de medidas de Lebesgue de (2, entonces

Hy(z),..., Hg(z) se llaman primeras integrales funcionalmente independientes de (2.

e Las constantes vectoriales (ci1,...,c;) € R¥ son valores regulares de Hy(x),..., H(z) si las
k funciones vecktoriales Vi Hi,...,VHyj tienen rango completo, es ](jecir, el rango k, de todos
los puntos de ﬂ {r € Q| Hi(z) = ¢;} . En este caso, los puntos en ﬂ {r € Q| Hi(x) = ¢;} son
llamados puntlz):slregulares de Hy(x),..., Hg(x). =

Un punto zg € €2 se llama un punto regular del sistema si f(zg) # 0. De lo contrario z( es
llamado punto singular del sistema. En lo que sigue, un punto singular es también llamado una
singularidad, punto critico o un equilibrio.

Teorema 2.2.2. Asuma que f(x) € C*(2),k € NU{oo,w} y xq es un punto reqular del sistema
[2.1l Entonces existe una vecindad V. C §2 de xq de tal manera que el sistema tiene n — 1
primeras integrales C* funcionalmente independientes en V.

Nota: Ver referencia [25].
Sea ¢i(z),t € J, la solucién del sistema autonémo en {2 satisfaciendo la condicién inicial

wi(z) = = € (2, donde J, es el intervalo maximo que contiene 0 donde se define la solucién,
entonces o;(x) es un flujo, es decir, por definicién satisface pi(x) = x para todo z € 2y
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Virs() = @i(ps(x)) para todox € 2y t,s € Jycont+s € Jg.

El sistema diferencial 2.1] y

¥ =g(y), y € ' CR®™ un subconjunto abierto, (2.6)

son C* topolégicamente equivalente, ¥ € N U {oo,w}, si existe un C* difeomorfismo (u
homeomorfismo) h :  — I" tal que h conjuga los flujos de los dos sistemas diferenciales, es
decir

ho @y =1 0h, (2.7)

donde ¢; y 1y son respectivamente los flujos de los sistemas y Llamamos h una
conjugacién entre los flujos de los dos sistemas diferenciales o simplemente entre los dos sistemas
diferenciales.

Los sistemas diferenciales y son (C*) orbitalmente equivalente si existe un (C*
difeomorfismo) homeomorfismo que envia las 6rbitas de un sistema a las 6rbitas del otro.

Teorema 2.2.3. (Teorema del cuadro de flujo). Asuma que f(x) € CF(2), K € N U {oo,w} y
zo es un punto regular del sistema[2.1], entonces existe una vecindad V- C §2 de zo en el cual el
sistema es C* equivalente al sistema diferencial

y1 =1, 2=0, donde z=(y2,° " ,Yn)- (2.8)

La demostracién del teorema puede ser consultada [25].

2.3. Independencia de las primeras Integrales

La siguiente definicién es de vital importancia para el desarrollo de este trabajo ya que permite
determinar la independencia de dos o méas primeras integrales asociadas a un sistema, la idea
principal consiste en la independencia de los gradientes asociados a las primeras integrales.

Definiciéon 2.3.1. Sea Hy, ..., Hy las k primeras integrales de & definida en los subconjuntos
k

Ui,...,Up donde U, CR" conk:1...,nysea W = ﬂ U; un conjunto no vacio. Las primeras
i=1

integrales forman un conjunto de primeras integrales funcionalmente independientes (o primeras
integrales independientes) si existe un xog € W tal que

Rango (0xHy (x0) ,0xHa (x0) ,...0xHy (x0)) =k

Observacion: Dos primeras integrales son independientes si existe un punto zg en el que sus
gradientes son linealmente independientes; en la figura [2.3| se muestra que para un x = xg € U,
los gradientes de Hy y H son linealmente independientes; para el caso que el sistema tenga k
primeras integrales se usa la definicién [2.3.1
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Figura 2.3: Independencia lineal de las primeras integrales Hy; y Hs.

El siguiente ejemplo ilustra la independencia de dos primeras integrales.

Ejemplo 2.3.2. El sistema Rabinovich [9] describe el comportamiento de ondas cuasincrénicas
en un plasma con no linealidades cuadraticas, se expresa mediante las ecuaciones:

&= —2y> +yx + 2 — 62
Yy =2zy+yy — oz (2.9)
z = —2xz— 2z,

donde z,y, z,7,0 € R. La integrabilidad de este sistema ha sido analizada en [I]. Para 6 =0y
v = —1, existen dos primeras integrales dependientes del tiempo.

H, = (:L‘2 + %+ z) e?t Hy = yze3t. (2.10)

Para (z,y,z) # (0,0,0) se tiene que los gradientes de H; y Hj son linealmente independientes.
Sabemos que los gradientes de H; y Hy son respectivamente

VH, = <262t$, 262ty, 62t>, VHy = <07 e?’tz, e?’ty>.

Luego se puede verificar que VH; y V Hs son linealmente independientes; por lo tanto, H; y Hs
son L.L

En la grafica cuando t — oo todas las trayectorias van al origen (un atractor global)
acercandose al nivel asintético del conjunto H; = 0.
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Figura 2.4: Dindmica del sistema Rabinovich.

El siguiente resultado, obtenido por [12] revela una propiedad esencial de la independencia
funcional.

Teorema 2.3.3. Asuma que M C R" es una variedad suave, g1, ..., g son funciones realmente
suaves sobre M. Entonces g1, ..., gk son funcionalmente dependientes de M si y sdlo si, para
cada x € M eziste una vecindad U de x y una funcion real suave F (z1,...,z) de k variables
tal que

F(gi(z),...,91(x)) =0 zeU.

En términos generales, una variedad suave n dimensional se asemeja localmente a un espacio
euclideo n dimensional. Mas precisamente, una variedad suave M es un espacio tal que para
cada p € M, existe una vecindad U, C M de p y un difeomorfismo x, : U, — R" tal que
si U, NU, # 0 para algin p,q € M, entonces x, o Xgl s xp (UpNUy) = xq (UpNUy) es un
difeomorfismo.

Ahora estudiamos el nimero méximo de primeras integrales funcionalmente independientes que
puede tener el sistema [2.1] y la relacién entre las primeras integrales de este sistema.

Proposicién 2.3.4. Suponga que la funcion de wvalor vectorial n dimensional f(x) en
es continuamente diferenciable en 2 y no desaparece de manera idéntica, las siguientes
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afirmaciones son vdlidas.

(a) El sistema tiene como mdxrimo n—1 primeras integrales funcionalmente independientes
y continuamente diferenciables en {2.

(b) Si Hi(z),...,Hp—1(z) son primeras integrales funcionalmente independientes y
continuamente diferenciables del sistema en {2, entonces cualquier primera integral
continuamente diferenciable I(x) del sistema puede representarse localmente como una
funcion continuamente diferenciable en términos de Hy, ..., H,_1.

Teniendo en cuenta la proposicién anterior, tenemos la siguiente definicion.

Definicion 2.3.5. FEl sistema es

e Completamente integrable (o simplemente integrable) en (2 si tiene n—1 primeras integrales
funcionalmente independiente en 2.

o CF completamente integrable (o simplemente C* integrable) en 2,k € Zy U {oo,w}, si tiene
n—1 integrales C* funcionalmente independientes en 2 donde Z es el conjunto de enteros no
neqativos.

e Localmente C* completamente integrable (o simplemente localmente CF integrable ) en xo € 2
si tiene n—1 primeras integrales C* funcionalmente independientes en una vecindad de x.

Observacion: Las hipersuperficies de nivel de las k<n primeras integrales funcionalmente
independientes se intersecan transversalmente en puntos regulares. Los vectores normales de
las hipersuperficies en cada uno de los puntos de interseccion abarcan un espacio lineal de
dimensién k. Entonces el conjunto de puntos de interseccién de las hipersuperficies de nivel es
un conjunto invariante (n—k) dimensional en un subconjunto completo de medidas de Lebesgue
de £2. Si k = (n—1), la interseccién de las hipersuperficies de nivel de estas primeras integrales
es en general un conjunto invariante unidimensional, por lo que esta formado por las érbitas del
sistema Por lo tanto, si un sistema diferencial n dimensional tiene n—1 primeras integrales
funcionalmente independientes, entonces todas las érbitas del sistema serdn determinadas por
las primeras integrales excepto quizds en un subconjunto de medida de Lebesgue cero de 2
donde las primeras integrales no estan bien definidas o no son funcionalmente independientes.
Esta es una propiedad esencial de la completa integrabilidad.

2.4. Integrabilidad local

El estudio de la integrabilidad local de un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales esté
garantizado ya que el problema del valor inicial nos proporciona la primera integral local tomando
como base la solucién local del sistema. Por lo tanto el estudio de la integrabilidad se extiende a
encontrar primeras integrales globales. Las siguientes proposiciones garantizan la integrabilidad
local.

Proposicién 2.4.1. Sea A = (Hy,...,H),) las n primeras integrales dependiendo del tiempo
de & de clase C' sobre un subconjunto abierto V. C (U x R) ddnde la matriz Jacobiana
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DA = (0xH,,0xHo,...,0xH,) es invertible. Sea (Xo,t0) € V y J; = H; (Xo,t). Sea X =X (t, A)
la funcion inversa de A para (X,t) cerca a (Xo,to). Entonces, X = X (t, A) es una solucion de
X = f(X) para cualquier valor constante de A. Ademds, una funcién de clase C',u = u (X,t)
definida en V cerca a (Xo,tg) es una primera integral de & si y sélo si existe una funcion de
clase O, v = v (A) tal que u(X,t) = v (A (X,t)) en una vecindad de (Xq,to).

Proposicién 2.4.2. Sea f de C° un subconjunto abierto de V.C (U x R). Si el problema del
valor inicial X = f (X) con X (tg) tiene una solucién C', entonces el campo vectorial & tiene n
primeras integrales independientes de clase C' en una vecindad de un punto (Xo,tg) € V.

Las demostraciones se pueden consultar en [9].

2.5. Clases de funciones

Las primeras integrales se pueden clasificar teniendo en cuenta los diferentes tipos de funciones,
es decir, polinomial, racional, logaritmica, analitica, etc y esta clasificaciéon permite estudiar la
existencia de las primeras integrales asociadas a un sistema.

Definicion 2.5.1. Una primera integral H es una integral formal alrededor de x = xq, si puede
expandirse localmente en una serie de potencias de la forma

n

[e's} 00
H = Z e Z lew.’mn H (:Ej — yj)mj .

mi=1 mp=1 7j=1

Ademds, H es analitica alrededor de x = xq si es convergente en un disco cerrado centrado en
Zo-

Para estudiar la existencia de las primeras integrales de un sistema dado es necesario demostrar
que algunas propiedades analiticas de las soluciones son incompatibles con la existencia de un
invariante en una determinada clase de funciones (polinomial, algebraica, racional, etc).

Definicién 2.5.2. Una primera integral H es polinomial y racional si H € K [X]. Una funcion
f(X) es algebraica sobre K si existe un qq,...,qs € K [X],s > 0 tal que

qQ+aqf+-+aqsf*=0. (2.11)

Si s es el entero positivo mas pequeno tal que se cumpla la relacién se denomina
polinomio minimo de f. Una primera integral H(X) = C es algebraica si H(z) es algebraica,
esto es, existe un qq,...,qs € K [X],s > 0 tal que

g+ qC+---+qC°=0. (2.12)

Sis=1yq € Ken la primera integral es polinomial, si s = 1y ¢1 ¢ K, es racional.
Cuando s = 2 la primera integral estd dada por las raices de la ecuacion cuadratica para C.

Definicion 2.5.3. Una primera integral H es logaritmica si existe Jy, ..., Js con s > 1 funciones
algebraicas sobre K y cy,...,cs € K, tal que

H=1Jo+) clog J;.
=1
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El siguiente ejemplo relacionado con un sistema de tipo Lotka-Volterra aclara los conceptos antes
mencionados.

Ejemplo 2.5.4. El sistema ABC de Lotka-Volterra. Dependiendo de los valores de los
parametros, es posible determinar la integrabilidad del sistema

& =z(Cy+2)
y=1y(x+ Az) (2.13)
z=z(Bzx+y),

donde A,B,C son pardmetros libres. La integrabilidad de este sistema fue estudiada por [14].
Para los diferentes valores de los pardmetros A, B, C' se tienen las siguientes primeras integrales.

(A,B,C) = <—;,—;,1> , H::B2+y2+z42—2xy+yz+xz (2.14a)
(A,B,C) = (1,1,1), H= W (2.14b)
(A,B,C) = (1,1,0), H:%Hog (1-%) (2.14c)
(A,B,C) = (1,@, 1), H= (W) (2.14d)

Todas estas integrales son funciones polinomiales, racionales, logaritmicas y trascendentales
respectivamente.

2.6. Curvas algebraicas y campos diferenciales

El concepto de curva algebraica invariante es la base para comprender la teoria de integrabilidad

de Darboux, este concepto se define para R?, en el presente trabajo se extenderd esta definicién
3

para R°.

Definicién 2.6.1. Sea R[z,y| el anillo de polinomios sobre R en dos variables. Tomando
P € R[z,y], se denota su conjunto de ceros por

V(P) ={(z,y) € R*| P(z,y) = 0}.

Si S ={P,P,...,P,} conn €N; tal que P; € Rz, y] para 1 < i < n, entonces V(S) es el
conjunto de ceros comunes

n
El conjunto V' (P) es conocido como una curva algebraica, y el conjunto ﬂ V(P;) como conjunto
i=1
algebraico.

Un tipo de sistemas para los cuales es mas sencillo calcular una primera integral, son los
sistemas Hamiltonianos. Cabe aclarar que los campos que admiten una primera integral y no
son Hamiltonianos, en general, no son ficiles de hallar.
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Definicién 2.6.2. Una funcién polinomial definida porv: U C R? = R es una curva algebraica
mvariante por el campo asociado al sistema

T = fl(xvy)
. 2.15
{ g = fa(z,y), (2.15)
si v no es constante y satisface
v v
— — =K 2.16

para algiun R € C"(U,R).

El lado izquierdo de la ecuacién [2.16] es precisamente el producto del campo F' con el gradiente
de v, se puede concluir que F es tangente a la curva V (v), en otras palabras, V (v) es una curva
algebraica invariante por el flujo asociado al campo vectorial asociado F'. De esta manera, se
dice que la funcién K (z,y) es un cofactor de la curva algebraica invariante.

Una curva algebraica f(x,y) es irreducible cuando f(z,y) sea un polinomio irreducible en el anillo
Clz,y]. Se puede suponer sin pérdida de generalidad que f(z,y) es un polinomio irreducible en
Clz,y], ya que si f(x,y) es reducible, entonces todos sus factores propios dan lugar a curvas
algebraicas invariantes.

Dada una curva algebraica f(z,y) = 0, siempre es posible asumir que el polinomio f(z,y) no
tiene multiples factores, asi su descomposicién en el anillo C[z,y] es de la forma:

f(x,y) = f1(95,y)f2(:6,y) ’ "fl(xvy)v

dénde f;(z,y) son polinomios irreducibles diferentes entre si y ademas f;(x,y) # cf;(z,y) con
i # j para cualquier ¢ € C. La suposicién de que, dada una curva algebraica f(z,y) = 0, el
polinomio f(z,y) no tiene multiples factores, se utiliza principalmente para asegurar que no se
consideren puntos singulares falsos.

Definicion 2.6.3. Sea R un anillo. Una derivacion D es un mapa D : R — R tal que
D(r+s)=D(r)+ D(s) y D(rs) = rD(r) + D(r)s para todo r,s € R.

Definicion 2.6.4. Un campo diferencial es un campo k junto con una coleccion de derivadas
de k : A = {D,}icr donde I = {1,...,n} y se nota {k A}. Una extension de {k,A} es una
extension de campo K de k junto con la deracion A = {D Yier tal que la restriccion de A

en k es A.

El conjunto de constantes de un campo diferencial es la unién de C(k, D;) para i € I; se define
entonces monomios elementales sobre k.

Definicién 2.6.5. Sea {K, A’} una extension de campo diferencial de {k, A} el elementoy € K
es un monomio elemental sobre k si y es trascendental sobre k y existe un x € k\{0} tal que
para todo D; € A ya sea.
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1. D;y = Df, esto es y es logaritmica sobre k y escribimos y = log(z) o,

2. D;y = (D;z)y esto es, y es exponencial sobre k y escribimos y = exp(x)
Hay dos formas de extender un campo diferencial para crear una extension elemental.

Definicién 2.6.6. La extension {K,A'} de {k,A} es una extension elemental, si ewiste
Yy Ym en K tal que K = k(y1,... ,ym) con cualesquiera

1. y; algebraica sobre k(yi,... ,yi—1) o0,

2. y; elemental sobre k(yi,... ,yi—1).



CAPITULO 3

LTEORI/A CLASICA DE INTEGRABILIDAD DE DARBOUX

La teoria de integrabilidad de Darboux plantea como se puede construir la primera integral
asociada a un sistema diferencial polinomial usando un ndmero suficiente de superficies
algebraicas invariantes. Este método fue expuesto por Jean-Gaston Darboux en el afio 1878.

Considere el sistema diferencial polinomial
& = P(x), x € K", (3.1)

donde K = Co K =R, y P(z) = (Pi(x),...,Py(x)) es una funcién polinomial con valores
vectoriales. Sea m := max {gradP,...,gradP,} el grado del sistema diferencial polinomial
En este capitulo usaremos m para indicar el grado del sistema (3.1

Sea K [z] el anillo de polinomios en z con coeficientes en K. Un polinomio f(z) € C[z] es un
polinomio de Darboux del sistema diferencial polinomial si existe un k(z) € C|[z] tal que

Ep(f) = k. (3-2)
con {p el campo vectorial polinomial asociado al sistema denotado por
0 0
=P(z)z—+ -+ Pulx) 7.

El polinomio k(z) se llama cofactor del polinomio de Darboux f(x). Claramente, si f(z) es un
polinomio de Darboux del sistema el conjunto V(f) := {x € K" | f(z) = 0} es invariante
bajo el flujo del sistema es decir, cualquier orbita del sistema con punto inicial en V(f)
siempre permanecerd en V(f). El conjunto V' (f) es llamado la variedad de f.

Observacion: Para un campo vectorial polinomial real £p, sus polinomios y cofactores de

Darboux (si existen) pueden ser complejos. Por supuesto, si aparecen, estardn en pares
conjugados.

24
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Si f es un polinomio de Darboux del sistema digamos que f = 0 es una curva algebraica
invariante del sistema [3.1]| para n = 2, o una superficie algebraica invariante para n = 3, o una
hipersuperficie algebraica invariante para n > 3.

Las siguientes proposiciones presentan algunas propiedades de los polinomios de Darboux y sus
cofactores.

Proposicién 3.0.1. Asuma que f € Clz] tiene una descomposicion irreducible, digamos
=" .. f7" en Clz]. Las siguientes afirmaciones son vdlidas.

a es un OlinomiO d@ Darboux d@l sistema 31 S7 S(ﬂO S7 cada ) = 1, oo, T esun OZ’L.TLOTTLZ.O
p Yy s J 5 D
del sistema.

(b) Sik(z),ki(x),...,k-(z) son los cofactores de f(x), fi(x),..., fr(x) respectivamente, entonces
k(x) = miki(x) + - + myk,(x).

Proposicién 3.0.2. Por irreducible f € C[x],z € C", Las siguientes afirmaciones son vdlidas.

(a) Si f =0 es un conjunto invariante del sistema[3.1], es decir £p(f) |j—o= 0, entonces existe
un k(z) € C[z] tal que la igualdad [3.9 sea vdlida.

(b) Si k(z) es un cofactor de f(z), entonces grad k < m — 1, donde m es el grado del sistema
[Z1

La demostracién de la proposicién y el enunciado (a) de la proposicién se encuentra
en [25]. La demostracién del enunciado (b) de la proposicién se encuentra en [g].

Asuma que f,g € C[z]. Si existe un L (x) € C,,—1 [z] de grado no mayor que m—1 tal que

Ep (exp(9/f)) = Lexp(g/f),

entonces llamamos exp (g/f) un factor exponencial del sistema y L es el cofactor asociado
a exp(g/f). Recordemos que m es el grado del campo vectorial £p. Para un factor exponencial
exp (g/f) requerimos que f y g sean primos relativos, es decir, med(f,g) = 1.

Proposicién 3.0.3. Una funcion exp (g/f) es un factor exponencial del sistema dz'ferencz'al
sty solo si f es un factor exponencial del sistema Y

¢p(9) = fL+ 9K,

donde L y k son cofactores de exp(g/f) y f, respectivamente.

Para g, f, f1,..., fr € C[z],s1,..., s € C, una funcién de la forma
H:= fi*... firexp <§,>

es llamada una funcién de Darboux.
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Si una primera integral del sistema diferencial polinomial es una funcién de Darboux, se
denomina primera integral de Darboux. Si una primera integral es una funcién polinomial (o
una funcién racional), se denomina primera integral polinomial o primera integral racional.

3.1. Teorema de Integrabilidad de Darboux

El siguiente teorema resume la teoria clasica de Darboux.

Teorema 3.1.1. Sea f € C[x]" un campo polinomial vectorial de grado d y asuma que & admite
p polinomios de Darboux (J;, ..., Jp). Sea

N= (” +d= 1) .
n
(a) Sip> N, el sistema tiene una primera integral de la forma
P
1=1[7"
i=1
donde \; € C V1.

(b) El sistema tiene una primera integral racional si y sélo si p > N + n.

Nota: La demostracién del enunciado (a) del teorema se debe [7] y el enunciado (b) se
encuentra en [I3]. La demostracién del teorema para n > 2 puede ser consultada en [I7].



cAPITULO 4

METODO DE DARBOUX

En este capitulo estudiamos la existencia de primeras integrales para campos vectoriales
polinomiales en R? a través de la teoria de integrabilidad clasica de Darboux. Este tipo
de integrabilidad proporciona un vinculo entre la integrabilidad de los campos vectoriales
polinomiales y el nimero de superficies algebraicas invariantes del sistema.

4.1. Teoria de integrabilidad de Darboux

La teoria de la integrabilidad de Darboux recibié su nombre de Jean-Gaston Darboux (1842-
1917). En 1878 facilité un método para construir primeras integrales de sistemas diferenciales
polinomiales a través de un numero suficiente de curvas algebraicas invariantes, superficies o
hipersuperficies.

Sea el sistema diferencial polinomial

&= P(z,y,z)
¥ =Q(z,y,2) (4.1)
2 = R(m7 y? Z)?

con P, (Q, R polinomios en las variables x, ¥y, y z con coeficientes complejos. Asociamos al sistema
diferencial polinomial el campo vectorial polinomial.

0 0 0
g—P(fE,y,Z)%‘I‘Q(ZE,y,Z)@+R($,y,2)a~ (42)

Las superficies algebraicas invariantes son el punto de partida del método de Darboux.

Definicién 4.1.1. Una superficie algebraica irreducible F(x,y,2) =0 en C? con F € C(z,y, 2)
es una superficie algebraica invariante de un sistema polinomial si

OF _OF _OF
§F=Pa-+Qy + Ry = KF. (4.3)

El polinomio K(x,y, z) es llamado el cofactor de F(x,y, z).

27



28 4.1. TEORIA DE INTEGRABILIDAD DE DARBOUX

Definicion 4.1.2. Una integral primera del sistema sobre un subconjunto abierto Q € C3 es
una funcion analitica no constante H : Q) — C la cual es constante sobre toda la curva solucion
(x(t),y(t), z(t)) de sobre Q. Esto significa que H (z(t),y(t), 2(t)) = ¢ donde ¢ € C para todo
tiempo t para el cual la solucion (z(t),y(t),z(t)) estd definida sobre Q). Claramente H es una
primera integral del sistema en § si y sélo si

¢H = Pa—H Qa—H R%H . (4.4)

El método de Darboux permite construir una primera integral de un campo vectorial polinomial
de la forma 4.1} Supdngase que el campo vectorial polinomial ¢ tiene m superficies algebraicas
invariantes de la forma

Fi(z,y,2) =0...F,(z,y,2) =0,

con Fj(x,y,z) = 0 irreducible, para ¢ = 1,2,...m. Cada una de estas superficies algebraicas
invariantes tiene su respectivo cofactor Ki(z,y, z), ... K (x,y, z), tenemos que

ng = Ki(-f,il/, Z)Fi(:nayv Z)

Supdngase que existen constantes A1, ...\, € C tales que

m

> NiKi(z,y,2) =0. (4.5)
La siguiente proposicion es fundamental en el estudio de la integrabilidad del sistema y se
usara en el capitulo 5.

Proposicion 4.1.3. Considérese un sistema de la forma con superficies algebraicas
invariantes Fi(z,y,z) = 0 donde Fi(xz,y,z) = 0 es un polinomio irreducible, con i = 1..m
tales que[4.9] se satisface para constantes \;, no todos nulos. Entonces la funcion

)\
H(x,y,z | | F (4.6)
es una primera integral para el sistema [4

Demostracién: Sea H = F*' ... F%™. Se puede entonces escribir:

dH _ / /
CE = T L Fy) Bl an B (FUER L) E,
_ KlalFloq—l (F§2 .. Fom) 4 .. 4 Ko Fom (FOUFS2 . FOm )
=K1+ oKy + - anKy) H

=0,

donde H es una primera integral.

Los siguientes dos ejemplos nos permitiran aplicar el método de Darboux, el ejemplo fue
tomado de [4] y el ejemplo se encuentra en [15].
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Ejemplo 4.1.4. El sistema de ecuaciones diferenciales adjunto tiene tres rectas invariantes y se
deduce una integral primera del mismo.

Supdngase el sistema,

t=z(l+z—vy)
{ y=y(-1+z-y), .7

con x = 0y y = 0 dos rectas invariantes las cuales pueden ser escritas como F} = x =0y
F> =y = 0. En efecto, para verificar que son invariantes F; y F5 satisfacen la ecuacion (3.2

R =2 —e(l4+a—y) = (1+a—y)o=KHR,
con Kj (xz,y) =14 = —y. Ahora, para Fy tenemos que
EF=y =y(-l+z—y)=(-1+z-y)y=KF,
con Ky (r,y) = —1 + o — y. Para encontrar la tercera recta invariante, se realiza el siguiente
andlisis: 2 =0yy =0siz=y=0.2 =0cuandoy =0y 2 = —1 con (z # 0). Finalmente,
y =0paraz=0yy=—1con (y0).

Por consiguiente, la recta invariante F3 =y + x + 1 = 0 satisface:

(F3 =y +a2' =—y+ay—y>+a+22—ay
— 22— tr—y
=@-y) (@+y)(z—-y)
=@-y)(z+y+1)
=K3F3,
con K (z,y) =z —vy.
Ahora bien, para encontrar una integral primera 3con la ayuda del método de Darboux, deben

encontrarse constantes A1, Ao y A3 que cumplan Z XK (xz,y) = 0. Por lo tanto:
k=1

MI+z+y)+X(-1+z—y)+X3(z—y)=0
(A1 —=A2) F A+ X+ A3)z+ (A1 — A2 — A3)y =0,

por lo que A1 — Ay = 0 implica que Ay = Ay. Ahora, si A1 + A2+ A3 = 0, se tiene que A3 = —2\s.
Si por ejemplo, Ay = 1, entonces A\; = 1 y A3 = —2. Luego
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3
H(z,y) =[[FN =F F2F®
i=1

= @' W @y+z+1)7?

_ ry
(y+x+1)%
Vale la pena notar que H (x,y) es constante a lo largo de las trayectorias, en efecto,
OH O0H
g o7, oH.
¢ oz " + oy Y

_Yty-ay wQ—ny+xy,
(z+y+1° (2+y+1)°

—m[(y2+y—$y) (z+2® —ay) + (2® —zy +2) (—y + 2y — )]

Gy 0 ) (et ) - () (v ya?)]
=0.

En la figura[d.1] la dindmica del sistema[4.7] presenta un sumidero nodal en el punto de equilibrio
(—=1,0) y un punto de silla en (0,0).

-

Figura 4.1: Primera Integral del sistema 4.7

Ejemplo 4.1.5. El siguiente ejemplo modela la interaccién entre dos especies que interactian

en diversos ecosistemas, una especie se denomina depredador y la otra presa, el modelo estd
dado mediante la expresion
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& =z(ax + c)
{ ¥ =y(2ax + by + ¢), (4.8)

con a,b,c # 0. En la figura [£.2] se observa la dindmica del sistema para a = b = ¢ = 1; en el
punto de equilibrio (0, 0) tenemos un nodo inestable, para el punto (0, —1) se presenta un punto
silla y para el punto (—1,0) existe un nodo estable.

Figura 4.2: Dindmica del sistema 4.8

Ahora encontraremos la primera integral asociada al sistema usando el método de Darboux.
Las rectas invariantes son las siguientes:

Fi=xz=0,Fh,=ar+c=0,F3=y=0,Fy=az+ by =0, F5 = ax + by + c. Verifiquemos que
son curvas invariantes, es decir, para cada F; con ¢ = 1,...5 se debe satisfacer la ecuacién

_0F 0F,
Ry —%x(a:c—i—c) + a—yy(2am+by+0)

=z (ax + ¢)
= KiF7,
con Ki(z,y) = ax + c.

Para Fy = ax + ¢ tenemos:
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E: E:
3D —%;x(aw—i—c) + %;y(Qa:r—l—by—i—c)
=ax (azx + )
= KQFQ)

con Ko(x,y) = ax. Para F3 =y y Fy = azx + by tenemos respectivamente

_ OF3
EF3 = pe x(ax +c)+

=y (2ax + by + ¢)

o,

oy y (2az + by +¢)

= K3F3,

con Ks(x,y) = 2ax + by + c.

_0F, OF,
¢F,y —%x(aaz +c)+ a—yy(Qaa: + by + ¢)

= (2az + by + ¢) (ax + by)
= K4Fy,
con Ky(x,y) = ax + by + c. Por ultimo, la recta F5 = ax + by + ¢ satisface

OF; OF;
Fy =— (2
EF5 6wac(a:v+c)+ayy(ax+by+c)

= (azx + by) (ax + by + ¢)
= K5F5,
con Ks(x,y) = ax + by.

Ahora bien, para encontrar una primera integral usando el método de Darboux se buscan
constantes A1, A2, A3, Ag, A5 sabiendo que

Asi pues, tenemos que

Al (ax +¢) + A2 (ax) + A3 (2ax + by + ¢) + A (ax + by + ¢) + A5 (ax + by) =0,

resolviendo tenemos que \; = A5 = —1, Ao = Ay = 1 y A3 = 0. Por lo tanto
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5
H(z,y) =[[F=FF2FPFMF®
=1

=(z) " (az + ) (ax + by)  (az + by + ¢) !

(az + ¢) (ax + by)

-~ z(az+by+c)

Verifiquemos que H(z,y) es una primera integral del sistema

OH oH
g _9H. OH.
¢ 8xx+ 8yy
—2abczy — b?c?y? — b02y> <
=z (ax +c +y(2ar +by+c
( )< 22 (ax + by + ¢)? v ute)

=0.

be (az + c) >2>

x (ax 4+ by + ¢



CAPITULO B

APLICACION AL MODELO LOTKA-VOLTERRA

La integrabilidad de los sistemas Lotka-Volterra ha sido objeto de estudio de muchos autores tales
como [[2], [3], [5], [6], [11], [T16], [18], [19], [20][22], [24]] En este capitulo presentamos un anélisis
de integrabilidad del modelo Lotka-Volterra el cual corresponde a un sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales, para este andlisis utilizaremos el método de integrabilidad de Darboux
y los polinomios de Darboux (superficies algebraicas invariantes) asociadas al sistema.

5.1. Sistema Lotka-volterra

Una introducciéon del modelo Lotka-Volterra cuando interactiian mas de 2 especies puede ser
consultada en [10], para el caso particular de 3 especies, May y Leonard [21] descubrieron un
fenémeno llamado competicion ciclica. Este fenémeno consiste en que al pasar el tiempo la especie
1 es la especie dominante, luego, la especie 2 toma su lugar y domina el ecosistema, despues
de algin tiempo aparece la especie 3 como la especie dominante, luego aparece nuevamente la
especie 1 para dominar y asi el ciclo empieza a repetirse.

Las ecuaciones de este modelo estan dadas por:

Tt =—x(z+ay+ Bz)
y=—-y(fx+y+az) (5.1)
zZ= fz(ax+ﬁy+z),

donde z,y,z representa el nimero de individuos de cada especie y «, son coeficientes de
competencia que describen el efecto que produce cada especie sobre las de mas.

Para el anélisis de integrabilidad del sistema haremos uso de la siguiente proposicién la cual
caracteriza todos los polinomios de Darboux del sistema.

Proposicién 5.1.1. Los unicos polinomios irreducibles de Darboux de grado 1 con cofactor
distinto de cero del sistema son los siguientes:

34
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(a) x,y, z con cofactores — (x + ay + Bz),— (Br +y + az), y — (ax + By + 2) respectivamente,
para todo a, B € R.

(b) x +y+ z con cofactor —(x+y+2z2) sia+ 3 =2.

(c) x—z,y—=z y z—x con cofactores —(x+ay+z), —(ax+y+2z), y —(z+y+az), respectivamente,
sib=a# 1.

Demostracion. (a) Caso «,f € R.

Sea I} =x, Fo =y y F3 = z, por definicién de polinomio de Darboux tenemos que:

ox ox ox
€p(F) = —ala+ay+ 5250 —y(fo-+y+a2) 5 — =law+ Ay +2) 5

=—z(z + ay + f2)
=K\ F7,
con K1 = —(z + ay + Bz).

Ahora para Fy = y tenemos que:

_ % _ % _ 9y
Ep(Fy) =—x(z+ay+fz)5 —y(be+y+ O‘Z)ay 2l + By +2) 5~
=—y(fr+y+ az)
:K2F2a
con Ky = —(fz +y+ az).
Por 1ltimo para F3 = z se tiene
0z 0z 0z
Ep(F3) =—xz(z+ay+ Bz)% —y(Br+y+ az)a—y — z(ax + By + z)%
=—z(ax + fy + z)
=K3F3,

con K3 = —(ax + By + z). Asi pues, F} = x, F5 =y, F3 = z son polinomios de Darboux.
(b) Caso a+ 3 =2.

Sea Fy = x + y + z, por definicién de polinomio de Darboux [3.2] tenemos que:

¢p(Fy) =—a(x —I-Oéy—f—ﬂz)a(x_giw —y(Bz + y+az)a($+a§j+z) — z(ax + By + z)a(x_‘_aiw
=—(z+y+z2)(z+y+2)

=Ky Fy,
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con Ky = (x+y+ z). Asi pues, Fy = x + y + z es un polinomios de Darboux.
(c) Casob=a#1

Su demostracién es andloga a los casos (a) y (b). O

5.1.1. Analisis de integrabilidad

Para el andlisis de integrabilidad del sistema se estudiaran los siguientes casos:

Caso l: a+ =2y (o, 3) # (1,1).
Caso 2: a = =1,

se utilizara el teorema y la proposicién [5.1.1

Casol. a+ /=2y (o,8) # (1,1).

Sabemos por la proposicién [5.1.1] que el sistema tiene p = 7 polinomios de Darboux; de
acuerdo al teorema (3.1.1} si p > N con

el sistema [5.1] tiene una primera integral de la forma
p
H=][F"

=1

Para aplicar el método de Darboux, es necesario encontrar las constantes A, Ao, A3, A4,
satisfaciendo

4
> NiKi(z,y,2) =0. (5.2)
=1

Asi pues, una solucién para 5.2 es A1 = 3A\3 y A1 = A2 = A3 = 1. Por lo tanto una primera
integral para el sistema [5.1| estd dada por
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4
He.pz) [[FY = FVEREPED
=1

=@)' W' @ +y+2)7°

TYZ
(r+y+ z)3.

Ahora verifiquemos que H(x,y, z) es una primera integral del sistema

oH OH ., O0H .

SH = 3ptt 5,01 557
:—xyz[(—%—i-y—i—z)(x—i-?)y—z)—(—:L'+y+32)(—2y+:r—|—z)—(3x—y+z)(w+y—22)]
(z+y+2)"
—zyz(0)
(r+y+2)

Por lo anterior y por la defincién el sistema tiene una primera integral racional.

Caso 2. a=p=1

Para construir la primera integral del sistema [5.1] usando el método de Darboux, usaremos los
polinomios de Darboux F} = x y F» = y con sus respectivos cofactores. Sabemos que, para
p > N, por el teorema [3.1.1] se debe cumplir:

2
Hy =[] FM.
=1

Por lo tanto es necesario encontrar las constantes A1, As, que satisfagan

2

ZAiKi(w,y, z) =0. (5.3)

i=1
Resolviendo se tiene que \; = —\a; si A\; = 1 entonces

2
Hy(z,y,2) =]][F=F"F;®
=1

= (2)!(y) "

x

Y

Verifiquemos que Hi(x,y, z) es una primera integral.
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EHq —6xjc+ 8yy+ 822
:—x($+y+z)+x(x+y+z)
Y Y
=0.

Ahora tomemos los polinomios de Darboux del sistema tal que F1 = x y Fo = z con
cofactores —(x + ay + Bz) y —(ax + Sy + z) respectivamente. Aplicando el teorema con
p > N, se tiene:

2
Hy =[] FM.
i=1
Por lo tanto, para poder construir la primera integral H(z,y, z) debemos encontrar los valores
de A1 y A2 que satisfagan resolviendo tenemos que A1 = —\g; supongamos que A\; = 1, se

tiene

2
Hy(z,y,2) =]][F=F"F;®
=1

= (2)'(x)7"

x

z

Comprobemos que H(x,y, z) es una primera integral.

0H>» 0H> 0H>

I, - . . .
S 8xm+ 8yy+ 9z~
—x(w+y+z)+:c(x+y+z)
N z z
=0.

Por tdltimo, verifiquemos si H; y Hs son linealmente independientes. El gradiente de Hy y Ho

son respectivamente
1 1
VH1:<,—”;,0>, VH2:<,0,—”;>
Yoy z z

Por definicién de independencia lineal existen constantes C7 y Cy que satisfacen
1 T 1 T
Ci|-,——,0 Co|—,0,——= ) =1(0,0,0 5.4
1<y> y27 >+ 2<Z7 ) Z2> (7 ’ )7 ( )

resolviendo se tiene que C7 = C = 0, por lo tanto Hy y Hs son linealmente independientes.
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5.1.2. Dinamica del sistema para el Caso 1. a+ =2y («a, ) # (1,1).

La figura [5.1] representa el espacio tridimensional de la poblacién para a« = 0,8 y 8 = 1,2 tal que
a + [ =2, y muestra el ciclo limite (curva sélida). La linea discontinua indica la forma en que
el sistema tiende asintéticamente a este ciclo limite desde el punto inicial A.

Para un andlisis completo sobre la estabilidad del sistema May y Leonard [2I] estudiaron
casos mas generales de a y .

Figura 5.1: Sistema Lotka-Volterra con competicién ciclica.



CONCLUSIONES, RECOMENDACIONES Y TRABAJOS FUTUROS

Conclusiones

s El método de Darboux es una herramienta til para encontrar condiciones de integrabilidad
de un sistema de ecuaciones diferenciales. Asi, en este trabajo se encontré utilizando dicho
método que el sistema Lotka-Volterra posee 3 primeras integrales de tipo racional.

= En el analisis de integrabilidad del sistema Lotka-Volterra para el caso que a + 5 =2
y (o, 8) # (1,1) se encontraron dos primeras integrales linealmente independientes, para
el caso particular o = § = 1 se encontré una primera integral.

= Con el método de integrabilidad de Darboux se encontré que el sistema Lotka-Volterra
es completamente integrable ya que posee n—1 primeras integrales linealmente
independientes.

s Para el sistema Lotka-Volterra [5.1] al aplicar el método de Integrabilidad de Darboux se
encontraron condiciones suficientes para hallar primeras integrales.

Recomendaciones y Trabajos Futuros

= El método de Darboux permitié estudiar la integrabilidad del sistema [5.1] usando valores
de ay 8 € Q, se recomienda aplicar este método para valores de o y § diferentes a los
expuestos en este trabajo.

= En este trabajo se estudié la integrabilidad de un sistema Lotka-Volterra de 3 especies; un
posible trabajo a futuro seria aplicar este método al estudio de integrabilidad de sistemas
de ecuaciones diferenciales no lineales tales como el sistema Lienard, ecuacién de Blaisus,
sistema Lorenz etc.

s Para estudiar el problema de integrabilidad de un sistema de ecuaciones diferenciales
existen algunos métodos tales como el método directo, las simetrias de Lie, un trabajo a
futuro sera analizar el problema de integrabilidad de sistemas de ecuaciones diferenciales
de tipo Lotka-Volterra con competicién ciclica utilizando las simetrias de Lie.
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