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Capitulo 1

1.1 Planteamiento del problema

¢Existe una relacion entre la cantidad de manchas solares y la temperatura en la tierra?
¢ Podria formularse un modelo que relacione estas 2 variables y pueda pronosticarse la temperatura
en la tierra?

La respuesta a las preguntas anteriores nos permitirad conocer un poco mejor la relacion que
existe entre estas variables y su impacto sobre las posibles variaciones de la temperatura en la
tierra, y las correspondientes consecuencias, tales como fendmenos meteorologicos etc.

Utilizando series de tiempo, se desea encontrar la existencia de una correlacion entre dichas
variables que explique la relacion entre la variable nimero de manchas solares con la temperatura
en la tierra, relacion la cual ademas pueda predecir la temperatura y de esa manera tomar

precauciones respecto a las posibles consecuencias de estas variaciones.

1.2 Justificacion

Aunque la influencia del sol y en particular de las manchas solares sobre el clima en la
tierra requiere de una amplia experiencia en campos como la fisica del plasma, la quimica
atmosférica, la dindmica de fluidos entre otras; es importante hacer el analisis estadistico que
relacione las manchas solares con el clima de la tierra y especificamente su temperatura, como un
aporte mas en la busqueda de respuestas a la cantidad de interrogantes que se suscitan a la hora de
ver la influencia del sol sobre la tierra y las consecuencias que esta puede acarrear, Como por
ejemplo: factores climéaticos que puedan afectar los cultivos ya que estos podrian favorecer la
proliferacion de plagas, huracanes, inundaciones.

Mas alla de los resultados que se puedan tener, fruto del analisis estadistico, cabe resaltar
que este documento es importante como material de consulta, en lo que respecta a las series
temporales, puesto que se va a establecer la relacion entre las variables ya mencionadas y también

con respecto al tiempo, para posteriormente plantear un modelo que permita hacer pronésticos.
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En este orden de ideas se puede ver el uso de los modelos AR, MA, ARMA Y ARIMA, ademés

de los supuestos que los sustentan.

Lo anterior es importante porque las series temporales pese a su gran importancia, no han
sido muy utilizadas y ademaés poco estudiadas, y los documentos que hay disponibles presentan un
alto grado de complejidad. Una de las cosas que se pretende es mostrarlo de la forma mas sencilla

y entendible posible.

1.3 Objetivos de la investigacion

1.3.1 Objetivo general

Realizar la implementacion de la ensefianza de estadistica a través de un ejemplo concreto
que relina conceptos aunque parezcan en apariencia dificiles de explicar tedricamente, en una

institucién educativa.

1.3.2 Objetivos especificos:

e Analizar y emplear los modelos estadisticos para determinar caracteristicas de
algunas variables.

e Identificar las ventajas de la ensefianza de la estadistica a través de ejemplos reales
y de interés a los estudiantes.

e Comparar los andlisis obtenidos en las diferentes implementaciones.



1.4 Estado del arte

Es de vital importancia mirar algunos de los estudios existentes sobre las manchas solares
y su posible influencia sobre la temperatura de la tierra. Sin embargo se empieza explicando qué
son las manchas solares y como estos se originan:

Estas son sencillamente zonas del sol que tienen una temperatura menor a la parte que las
rodea, por ejemplo, las manchas se encuentran a unos 4000 °F y la zona que los rodea a unos 6000
°F, que es mas 0 menos la temperatura media de la superficie solar, debido a esto las manchas se

ven mas oscuras que las calientes.

Hay dos causas que producen manchas solares:
e El material en la capa mas externa del sol, se ve obligado a moverse por el camino
marcado por el campo magnético.
e El campo magnético de la superficie del sol marca complejos caminos conforme el
sol avanza en su ciclo de actividad cada 11 afios, al principio del ciclo hay pocas
manchas y al final se encuentran muchas. El ciclo termina cuando el campo

magnético solar vuelve a tomar una forma sencilla y desaparecen las manchas.

Aparentemente las manchas solares no supondrian una baja de temperatura en la tierra
porque la diferencia entre la luz que omite el sol cuando hay manchas y cuando no las hay, no es
apreciable, ademas porque la luminosidad a lo largo del ciclo solar de 11 afios no asciende a mas
del 0,1%, sin embargo los investigadores estan comenzando a darse cuenta de que estas

aparentemente diminutas variaciones ocasionan cambios significativos en el clima de la tierra.



Figural. Tomado de tierrayestrellas.com

Gerald Mechh del Centro de investigaciones atmosféricas, presentd el siguiente informe:
Cuando los investigadores analizan los datos correspondientes a la temperatura superficial del
océano durante los afios en que hay mas manchas solares, el pacifico tropical con regiones del
pacifico muestran una disminucion de un grado centigrado, ademas muestra indicios de
incrementos de precipitacién en el pacifico asi como de presiones a nivel del mar que estan por
encima de lo normal en latitudes intermedias del pacifico norte y sur las cuales se correlacionan
con los picos del ciclo de manchas solares.

Se ha estudiado la probable conexion entre el minimo de Maunder, un déficit en la cantidad
de manchas solares que duré 70 afios ocurrido a finales del siglo XV 11y principios del siglo XVIII
el cual fue un periodo muy frio, incluso fue llamada la pequefia era de hielo, en la cual Europa y
América del Norte estuvieron sometidos a inviernos bastante frios.

En cuanto al anélisis estadistico de la relacion entre manchas solares VS temperatura, hay
muy poca informacion. En la existente, se destaca una denominada “El ciclo de las manchas
solares y la precipitacion en la Region del Eje Cafetero-Colombia” en donde se utilizan series
temporales y se establece mediante correlaciones, coeficientes de Pearson y Spearman, una
relacion inversa entre el indice de las manchas solares y la precipitacién anual en estaciones
ubicadas en la region del Eje Cafetero. Esta relacion presenta una alta significacién estadistica en
tres de las cuatro estaciones. Este estudio se hizo con base a registros que fueron tomados por mas
de 60 afios.



160

137
132 Am
120 1}32
- \ Jn\ﬁ
108
105
100 | 103 104 3
84 s/ l

80
v/ 78 - 76
12871 70
63 ~ 64 A 6

60 60
54 i1 \ rg‘“ Nmo /
4”7 46
40 s Y
35 \J
34 431 31

23

20

0

N

NN N
N \@'\
$

NN NN NN NN N NN N NN N NN NN NN NN
DA P AP SR AT S SR S AL S A AP P A G S A S S GNP ML S S SR SRS
FIFFIFPdIFTFT IS LPFIIFIFIFFIFEFEeEFE
WP PRPFFTST IS TS ETHFP RSP NP

Figura 2. Curva de la variacion del Nimero de Manchas Solares

1.5 Algo de historia

El primer registro escrito de las manchas solares fue elaborado por astrbnomos chinos
alrededor del afio 800 A.C. Los astrélogos de la corte de la antigua China y Corea, que creian que
las manchas solares eran presagios de eventos importantes, mantuvieron registros esporadicos
durante cientos de afios de las manchas.

En diciembre de 1128, un monje inglés llamado John Worchester, realizé el primer dibujo
de manchas solares poco después de la invencion del telescopio, se utilizé para realizar operaciones
asociadas con manchas solares. Alrededor del afio 1600 los astrGnomos no sabian que eran las
manchas solares, se pensaba que eran siluetas de planetas cruzando frente al sol.

En el afio 1843, el astronomo aleman Samuel Heinrich Schusabe, descubrio el aumento o
disminucion de manchas solares.

En abril de 1845 dos fisicos franceses, Louis Fixeau y Ledn Foucault, obtuvieron la primera

fotografia del sol y las manchas solares
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En 1862 cuatro astronomos notaron que el periodo del ciclo de manchas solares, era

idéntico al periodo de cambios en la actividad geomagnética de la tierra, lo que dio origen al campo
de estudio de la conexion entre el sol y la tierra que hoy conocemos como “clima espacial”.

Las manchas solares también juegan un papel importante en el clima de la tierra. En el
periodo entre 1645 y 1715 se dio el llamado “Minimo de Maunder” este periodo corresponde al
centro, Una serie de inviernos excepcionalmente frios a lo largo de toda Europa, conocido como
“pequeiia edad de hielo” se continGa debatiendo si esto ocurrio por la poca actividad solar o por
otra causa medio ambiental.

Otro periodo entre los afios 1.100 y 1250 tenia aparentemente mayor nimero de manchas
solares, las cuales estaban asociadas con mayor actividad solar, este tiempo coincide con un
periodo de climas mas calidos en la tierra; a este periodo se le conoce como “periodo medieval
calido”. Desde 1900 el conteo de las manchas solares ha sido mayor, lo cual algunos cientificos

califican como el méximo moderno.



Capitulo 2

2.1 Marco Tedrico

Las series temporales se utilizan cada vez més en diferentes campos, por ejemplo,
en economia (tasas de desempleo, tasa de inflacidn, indice de precios), en meteorologia
(cantidad de agua caida, temperatura maxima diaria), en geofisica, quimica, demografia,

medicina entre otras.

2.2 Definicion
Por series de tiempo nos referimos a datos estadisticos que se recopilan, observan o

registran en intervalos normalmente regulares de tiempo (diario, semanal, semestral, anual, etc.)

2.3 Componentes de las series de tiempo

Supondremos que en una serie de tiempo existen 4 tipos basicos de variacion, los cuales
sobrepuestos o actuando en concierto, contribuyen a los cambios observados en un periodo de
tiempo, estos 4 componentes son: Tendencia Secular, Variacion Estacional, Variacion Ciclica, y

Variacion Irregular.

Supondremos ademas que existe una relacion multiplicativa entre estos cuatro componentes;
es decir cualquier valor de una serie es el producto de factores que se pueden atribuir a estos

componentes.

2.3.1 Tendencia Secular
Maés conocida también como tendencia a largo plazo de una serie, es por lo
general, el resultado de factores a largo plazo, la tendencia de una serie de tiempo
caracteriza al patron gradual y consistente de las variaciones de la propia serie, que
se consideran consecuencias de fuerzas que afectan el crecimiento o reduccién de

la misma.



2.3.2

2.3.3

234

Variacién Estacional
Representa la variabilidad de los datos debidos a la influencia de las
estaciones; corresponde a los movimientos de la serie recurrentes afo tras afo en

los mismos meses (0 trimestres) con mas o menos la misma intensidad.

Variacion Ciclica

Con frecuencia las series de tiempo presentan secuencias alternas de puntos
abajo y arriba de la linea de tendencia que duran mas de un afo, esta variacién se
mantiene después de que se han eliminado las variaciones o tendencias estacionales
e irregulares, como los ciclos comerciales, cuyos periodos recurrentes dependen de
la prosperidad, recesion, depresion y recuperacion, los cuales no dependen de

factores como el clima o las costumbres sociales.

Variacion Irregular

Esta se debe a factores a corto plazo, imprevisibles y no recurrentes que
afectan a la serie de tiempo, este componente explica la variabilidad aleatoria de la
serie, es impredecible, es decir, no se puede esperar predecir su impacto sobre la

serie de tiempo.

2.4 Clasificacion descriptiva de las series temporales

a) Estacionarias: Si es estable a lo largo del tiempo, es decir, cuando la media y la

varianza son constantes en el tiempo. Esto se refleja graficamente en que los valores
de la serie tienden a oscilar alrededor de una media constante, y la variabilidad con

respecto a esa media también permanece constante en el tiempo.
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b) No estacionaria: Son series en las cuales la tendencia y/o variabilidad cambian en

el tiempo, los cambios en la media determinan una tendencia a crecer o decrecer a

largo plazo, por lo que la serie no oscila alrededor de un valor constante.

2.5 Procesos estocasticos

Desde un punto de vista intuitivo, un proceso estocastico se describe como una secuencia
de datos que evolucionan en el tiempo. Las series temporales se definen como un caso particular

de los procesos estocasticos.

2.5.1 Proceso estocastico estacionario

Se dice estacionario si su media y su varianza son constantes en el tiempo y si el valor de
la covarianza entre dos periodos que dependen Unicamente de la distancia o rezago entre estos dos
periodos de tiempo y no del tiempo en el cual se ha calculado la covarianza. Sea x; una serie de

tiempo con estas propiedades:

Media: E(x;) = E(xp4) = U
Varianza: V(x;) = V(x¢yy) = 02

Covarianza: Y, = E[(x; — ) (X4 — 1]

Donde Y, la covarianza (0 autocovarianza) al rezago k es la covarianza entre los valores
de x; Y x4 que estan separados k periodos.

Resumiendo, si una serie de tiempo es estacionaria, su media, su varianza y su covarianza
(en diferentes rezagos) permanecen iguales sin importar el momento en el cual se midan, es decir

son invariantes respecto al tiempo.

2.5.2 Ruido blanco

Es un caso simple de los procesos estocasticos donde los valores son independientes e

idénticamente distribuidos a lo largo del tiempo con media cero e igual varianza, se denota por &,
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&~N(0,0%) cov (etl., st].) =0 Vit #t
2.6 Autocorrelacion
En ocasiones en una serie de tiempo acontece que los valores que toma una variable en el
tiempo no son independientes entre si, sino que un valor determinado depende de los valores
anteriores, existen dos formas de medir esta dependencia de las variables.

2.6.1 Funcion de autocorelacion (ACF)

La autocorrelacion mide la correlacion entre 2 variables separadas por k periodos.

COU(Xj, xj—k)

Ve V)

p; = corr(xj, xj_) =

La funcidn de auto correlacion simple tiene las siguientes propiedades:

po =1 -l<pi<1 Simetria p; = p_;

2.6.2 Funcion de autocorelacion parcial

Mide la correlacion entre 2 variables separadas por k periodos cuando no se considera la

dependencia creada por los retardos intermedios existentes entre ambas:

cov(xj — X Xj_k — fj_k)

\/V(xj - ’?j)\/V(xj—k ~ %)

T[j:



2.7 Prueba de Isung-Box
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Permite probar conjuntamente que todos los coeficientes de autocorrelacién son a la vez

iguales a 0, o sea, independientes, se define como:

~2
LB = n(n +2) TiL, 2 ~x* (m),
Donde n es el tamafio de la muestra, y m longitud del rezago
H,: Las auto correlaciones son independientes

H,: Las autocorrelaciones no son independientes

En una aplicacion si el Q calculado excede al Q critico de la tabla Ji cuadrada al nivel de

significancia seleccionado, no se acepta la hipotesis nula de que todos los coeficientes de

autocorrelacién son iguales a cero, o por lo menos uno es diferente de 0.

2.8 Procesos autoregresivos AR (P)

Se basan en la idea de que el valor actual de la serie x,, puede explicarse en funcion de p

valores pasados x;_q, X;_y, ..., X;—p, donde p determina el nimero de rezagos necesarios para

pronosticar el valor actual.

Este modelo de orden p esta dado por:

Xe = Qo+ Q1Xp—1 + QoXpp + o+ Qpxep t & (1)

Que expresado en términos del operador de retardos;

(1 — 1L — a7 — - — ‘Ppr)xt =&

Donde &, es un proceso de ruido blanco y ¢q,¢@1, @2, ... @,

Son los pardmetros del modelo
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2.9 Proceso Autorregresivo de orden 1 AR(1)

La variable x;: esta determinada Unicamente por el valor pasado, 0 sea x;_
Xe=@xe 1+ &

Con &, es un proceso de ruido blanco con media 0 y varianza constante a2, ¢ el parametro,
recordando que en el proceso, el futuro no influye en el pasado.

Prueba de estacionariedad del modelo AR (1) para cualquier valor del parametro, se debe
cumplir:

a) Estacionario en Media

E(x;) = E(xy = @x;q + €) = E(x¢—1)

Para que el proceso sea estacionario, la media debe ser constante y finita en el tiempo, o sea:
E(x¢) = 9E(x;)

(1—-@)E(x) =0

0
E(xt)=m=0

Entonces para que el proceso sea estacionario el pardmetro ¢ # 1.

b) Estacionario en Covarianza

La varianza tiene que ser constante y finita en el tiempo.

2
Yo = E(xt - E(xt)) = E(px;—1 + & — 0)* = 9?*V(x¢_1) + 0?
Dada la autocorrelacién del proceso:

E(x¢—18) = E[(x¢—1 — 0) (& — 0)]



Si el supuesto es estacionario:

E(xt—1)2 = V(xt—l) =V(x) =y
Es decir:

2

Entonces: y, = o7
Para que sea estacionario, varianza constante y finita; es necesario que:

lp| <1

La funcion de autocovarianza de orden k es:

Yk = QE(xexe_i) + E(gexe_y) = Pyi_1

Porlo que:y; = @Yo, Y2 = @Y1, V3 = QY2 ...

Por lo tanto se concluye que el proceso AR(1) es estacionario si y solo si |@| < 1

La funcidn de autocovarianza AR (1) estacionario es:

0.2

Yk = 1_(p2
PYk-1 k<0

k=0

Los coeficientes de autocorrelacion AR (1) de un proceso estacionario son:

_ Yk _ PVir-1 _
Yo Yo Ple-1

Pk

La funcién de autocorrelacion de un proceso AR(1) es:

13
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Se puede sefialar entonces que las caracteristicas del modelo AR(1) son:

e Elmodelo AR(1) es siempre invertible

e EI correlograma representa la grafica de la funcion de autocorrelacion, este tendra un
comportamiento amortiguado hacia 0 con todos los valores positivos, si ¢ >0, y
alternando signos si ¢ < 0.

e La funcidn de autocorrelacién parcial se anula para retardos superiores a 1

2.10 Proceso autoregresivo de orden 2: AR(2)

En los procesos AR (2) la variable x; esta determinada por el valor pasado y el anterior a este.

Xe = QP1X¢_q1 + Qx5 + & CON & = ruido blanco

Si hay estacionariedad las caracteristicas del proceso son:

a) E[(1—¢iL— @:l)x¢ = E[e]]

0

- 1-@;L-@,L? E[XT] =0

(1—@1L— @, LDE[x] =0 E[x]

b) De Autocovarianza

Yo = E(x; — E[x.])? = E(x,)?, Se llega a la expresion:

Yo = o? — 2019271
Y

v1=EQ — E[xe]) Xeo1 — E[x¢—1]) = E(x¢ x¢—1)
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Que conduce a: y,_ ¢1 vo
1-¢2

Donde y, y vy, proporcionan las 2 primeras autocovarianzas en funcién de los parametros
®1y ¢, de la varianza de ruido blanco ¢ las autocovarianzas de orden k, para todo k >

1 son:

Y = E(x, — E[xt])(Xt—k - E(xt—k)) = E(x¢xp—g)

Yk = P1Yi-1 + P2Vik-—2

La funcién de autocovarianza de un modelo AR(2)es:

Yo k=0
Ve =171 k=1
Vi k>1

c) Coeficiente De Correlacion:

Pr = :/,_: = Q1Pk-1 T P2k Parak =123..

Lo que conlleva a escribir como:

_{ 1 k=0
Pk = ok = prpr-1 + P2Pr-2 k>0

2.11 Condiciones de estacionariedad

Modelo AR(1) x; = @x;_4 + &, entonces (1 — ¢, )x; = &

Polinomio autorregresivo ¢,(L) =1 — ¢L, pero 1-pL =0

1
L=—
%



Las condiciones de estacionariedad son:
L= |1|>0 lp| <1
@

Modelo AR(2)

Xt = Q1 X 1T PrX¢ 2+ (1—@1l*)x; =&

Polinomio autorregresivo

@1t |@01%+402

@,(L) =1—@,L — @,L% pero 1 — ¢,L — ¢,L* = 0 sus raices son Ly, L, = o0

Por lo tanto las condiciones de estacionariedad del modelo AR(2) son:

2 _ 2
|L1| — <P1+w/¢2’1p+4<ﬂ2 y |L2| — |&s w/(l;::o +4¢; >1
—2¢; —2¢;

Si @12 + 4¢, > 0 las raices son reales

Si @,% + 4¢, < 0 las raices son complejas

2.12 Proceso de medias moviles: MA(q)

16

Modelos determinados por una fuente externa. Estos modelos suponen linealidad, el valor

actual de la serie, x; esta influenciado por los valores de la fuente externa.
El modelo de promedios mdviles de orden g esta dado por:
Xe =00 — 0161 — 02602 — = 04&—q — &

Expresado en términos del operador de retardos, se tiene que:

xt == (1 - 91L - 92L2 — = Hqu)gt xt == HQ(L)St

Con &, un proceso de ruido blanco y 64, 8, .... 8, los parametros del modelo
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2.13 Proceso de medias moviles de orden 1: MA(1)

x; Es funcidn de la innovacion actual y su primer retardo, o sea:
Xe =& —0¢&_4
Con operador de retardo:
x =1 —-60)g x; = 0,(L)e; Con g, proceso de ruido blanco y 6 es el
Parametro.
a) Estacionario en media
E(x;) = E(e; — 0&¢_4) E(x,) =0

Es estacionario en media, para todo valor del parametro.

b) Estacionario en covarianza
2
Yo = E(xt - E(xt)) = E(xt)z =E(g — 93t—1)2
Yo = (1 4+ 6?)a? < oo La autocovarianza para y, y y, €s:
V1= E(xt - E(xt))(xt—l - E(xt—1)) = E(e — Oer-1) (601 — O2)

Se llega al siguiente resultado: —0c? < o

Y2 = E(xt - E(xt))(xt—z - E(xt—z)) =E(e — 0&r_1)(gr—p — O&¢_3)
Y2 = E(er&r—y) — OE (gr-16-3) — OE (gr61-3) + 0*E(gr—16,-3) = 0,

Una forma general de la autocovarianza es:

Yo=(1+6%)a? k=0
Y29 Y1=602 k=1

La funcién de autocovarianza es finita y depende solo de K, mas no del tiempo, para cualquier
valor del pardametro 6 esto implica que no es necesario poner restricciones a 6

Para que MA (1) sea estacionario.



La funcion de autocorrelacion de un MA (1)es :

1 k=0

D B
Pr 1+62 "

0 k>1

2.14 Proceso de media mdvil de orden 2: MA(2)

X = & — 0181 — 028

18

Con 6,y 6,y €; es un proceso de ruido blando, este proceso es estacionario para cualquier valor

de 6, ,, 6, . Sus caracteristicas son las siguientes:

a) Estacionario en media

E(x;,) =0

b) Funcién de autocovarianza :

vk k=0,1,23...

Yo= (1+ 6%+ 62)c?

y1 = (=61 + 6,0,)0?

Y2 = (_9202)

I
o

V3
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Resumiendo:

Yo=(1+6% +6%)0? k=0
V1=(-6,46,0,)0% k=1
V2=-6,02 k=2
V3=0 k>2

Yk =

Las funciones de autocorrelacion estan dadas por:

(P1= _91‘291922 k=1
14+6,"+6,

Pk = _ —6, —

| 1+60,2+6,2

p3; =0 k=3

2.15 Condiciones de invertibilidad

MA(1): X = & — 0g._4, Entonces x, = (1—0L)¢g,

El polinomio de medias mdviles dado por: 6;L = 1 — 6L, para encontrar las raices del

. . . ., 1 . s
polinomio, se tiene que resolver la ecuacion 1 — 6L = 0, entonces L = g La condicién de

invertibilidad para MA(1) es |L| = |§| > 1, estoes |0| <1

2.16 Modelo MA(2)

X = & — 0,81 — O,6,_, Entonces x, = (1 — 6,L — 6,1L?)¢, el polinomio de medias
moviles esta dado por 8,L =1 — 6,L — 6,12,
De donde:

61+ /912+492

Ly L, = -20,
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Representa las condiciones de invertibilidad para el modelo MA(2), estan dadas por |L;| =

01+ /912+492 0,— /912+492

—20, —20, >1

>1y|L,| =

2.17 Proceso autoregresivo de medias moviles: ARMA(p, q)

Si una serie de tiempo x, tiene caracteristicas de AR y de MA a la vez, es por consiguiente
te un proceso ARMA . Asi, x, sigue un proceso ARMA (p, g)con términos autorregresivos y q

términos de media mavil.

XT =C+ P1 XT_1+...___+(ppxt_p + 6, Er—1 + ezgt_z + .- +9q£t—q + &

Con &, es un proceso de ruido blanco, y C, ¢4, ¢, 61, ...,6,

Para un proceso ARMA (p, q) una condicion de estacionariedad es la misma que para un
proceso AR (p) una condicidn de Invertibilidad, es la misma que para un proceso MA (q).

El modelo ARMA (p, q) se puede escribir:

(1— L — @l? — - — @, LP)x, = (1 — 6,1 — 0,17 — - — 6,17 g,
<pp(L)xt = gq (L)g;

Donde ¢, (L): es el polinomio autoregresivo y 8, (L) es el polinomio de medias moviles.

Si el proceso es estacionario, su representacion MA(oo) es:

_ 6,
t op(L)

&ty entonces Xt =& + P1€-1 + PrE—_» + P3Er_3 + -

Si el proceso es invertible, una representacién AR (o) es:

Pp @
640)

Xt == gt entonces Xt == gt + T[lyt—l + T[zYt_z + 7T3Yt_3 + -
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Los pasos de la representacion MA(oo) y AR (oo) estan restringidos a depender del vector

finito de parametros del modelo ARMA(p, @): @1, ..., @p, 61, ..., Og.

Un proceso autorregresivo, de medias moviles ARMA (p, q) es estacionario si y solo si el
modulo de las raices del polinomio autoregresivo ¢, (L) esta fuera del circulo unitario.

Las condiciones de estacionariedad del médulo ARMA(p, q) vienen impuestas por la
parte autoprogresiva, dado que la parte de medias moviles finita siempre es estacionaria. Parte
autorregresiva dado que la parte de medias moviles finita, siempre es estacionaria

Un proceso autorregresivo de medias moviles ARMA(p, q), es invertible si y solo si el
modulo de las raices del polinomio de medias moviles 6, (L) esta fuera del circulo unitario.

Las condiciones de invertibilidad del modelo ARMA(p, q)vienen impuestas por la parte de
medias mdviles, dado que la parte autoregresiva es siempre invertible.

Los modelos ARMA(p, q) siempre van a compartir las caracteristicas de los modulos
AR(p) MA(q), dado que contiene ambas estructuras a la vez. El modelo ARMA (p, q) tiene media
cero, varianza constante y finita y una funcion de autocorrelacién infinita. La funcion de

autocorrelacion es infinita decreciendo rapidamente hacia 0.

2.18 Proceso autorregresivo de media movil ARMA (1,1): x; se determina en funcion de su
pasado hasta el primer retardo, la innovacion contemporanea y el pasado de la innovacion hasta el
retardo 1

Xe = @Xp_q + & —O&4
Donde &; sigue un proceso de ruido blanco y ¢ y 6 son los parametros del modelo.

Para comprobar la estacionariedad del modelo se calculan las raices del polinomio autorregresivo
1
1— @L = 0, entonces |L| = |;| estoes |p| <1
Para la comprobar la condicion de invertibilidad del modelo se calculan las raices del polinomio
de medias moviles

1—6L =0, entonces |L| = |§| estoes |[8] <1
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Caracteristicas de ARMA(1, 1) estacionario

a) Media

E(x;) = E(px¢_q + & — 1) = @E(xr_4)
E(xt) = 0

b) Funcién De Autocovarianzas

2
Yo = E(xt - E(xt)) = E(xt)z
Yo = E(pxe—q + E — OE;_1)?

~(1-6%-2¢0)5”
1— @2

Yo
Y1 = @Yo — 0a?

Y1 = @PYV1

Resumiendo los autocovarianzas de un ARMA (1, 1)
( (1—62%—2¢0)c?

s
Y1 = @y, — 0a? k=1
Lyk=q)yk_1 k>1

La funcion de autocorrelacion de un ARMA(1,1) es:

3 fo? k=0
P = pr=9 Ve =
Pk = PPr-1 k>1

2.19 Procesos lineales no estacionarios

Proceso Autorregresivo Integrado Y Media Movil ARIMA (p, d, q)

Los modelos de series de tiempo analizados hasta ahora se basan en el supuesto de

estacionariedad. O sea, la medida y la varianza para una serie de tiempo son constantes en el
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tiempo, y la covarianza es invariante en el tiempo, pero se sabe que muchas series de tiempo no

son estacionarias, a este tipo se le considera procesos integrados, se debe diferenciar una serie de
tiempo d veces para hacerla estacionaria y luego aplicarle a esta serie diferenciada un modelo
ARMA(p, q), se dice que la serie original es ARIMA(p,d, q), donde p, denota el nimero de
términos autoregresivos, d el numero de veces que la serie debe ser diferenciada para hacerla
estacionaria y g el numero de términos de la media mavil invertible, se expresa:
xt=c+@uxlg+ -+ pxt, + 016l + Ol , + o+ Ol + €
Que en la forma de polinomio operador de retardos es:

e(L)(1 — L)xf = c + 6(L)e;
Donde xZes la Unica serie de la diferencias de orden d, e es un proceso de ruido blanco y
C,Q1, -, P1,01,..,04 son los procesos del modelo.
El modelo ARIMA (p, d, q) se construye de manera iterativa en 4 etapas:

Identificacidn: el objetivo es determinar lo valores p,d, y q apropiados, puede haber mas de un

modelo candidato que pueda describir la serie.

Estimacion: se realiza inferencia sobre los parametros.

Validacion: se realiza contrastes de diagnéstico para validar si el modelo seleccionado se ajusta a
los datos, si no es asi, mirar el proximo candidato.

Prediccidn: una vez hecha la seleccion, hacer los prondsticos de valores futuros
2.20 Uso de operadores y polinomios de retraso
Se denota con la letra L este operador se define mediante la relaciéon Lx; = x,_, paratodo ¢t .
Por la aplicacion sucesiva del operador L se obtiene:
szt == L(th) = X(t_z)
L3xt = L(szt) == X(t_3)
L¥ = L(LF %) = xp_y,

En general la expresion a la que se llega es:

Ltrkx=x_(t—k)parak =0,1,2,..,ytodat
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Al multiplicar a L* por x, se obtiene la variable retrasada k periodos y como L’ = I se

obtiene L’x, = x, siendo I el operador identidad.

El operador modifica toda sucesién de valores {x;,x,,...,xy} Yy la transforma en
{XL_k» e» Xe—p» -» Xn—k }» POr tanto la serie que constaba de N observaciones se reducea N — k
observaciones al aplicar L¥.

Otro operador muy usual es el operador diferencial V7 se utilizaba para expresar las
relaciones del tipo Y; = x; — x;_, paratoda t.
Y; Puede escribirse como Y, = Vx, la relacion de V un L es la siguiente V =1 — L 0 sea Vx; =

(1 — L)x, asi como se obtuvo la expresion general para L*, asi también se podria obtener para V*
k

k! .
Vkx, = ZJ'(k——])' (—1)1xt_j parak =0,1,2, ...
j=0

0sea VF* = (1 — L)*x,

2.21 ANOVA

La herramienta estadistica que sirve para resolver el problema de comparar mas de 2
medias es el “analisis de varianza” que se llama asi precisamente porque compara la variabilidad
de las medias muéstrales (a través de la varianza muestral) con la variabilidad de los elementos
dentro de la muestra.

El ANOV A permite descomponer la variabilidad total en componentes independientes que
pueden asignarse a causas distintas como por ejemplo: variabilidad debida a la maquina, o a la

materia prima, o debida a los turnos, etc.
Fundamentos ANOVA

Modelo: los valores de las caracteristicas de las variables para cada tratamiento tendran una

variabilidad entorno a un valor medio. Si Y;; con j valor de la muestra i el tratamiento:

Vij = M+ U;
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El problema a resolver es cual de las 2 situaciones siguientes es la que explica mejor los datos.

e Todos los tratamientos son iguales 0 sea u; = u, = u;

e La media de alguno de los tratamientos es diferente al resto.

Hipotesis Requeridas

Para que se pueda aplicar el andlisis de varianza se deben cumplir 3 hipotesis:
e Los datos han de ser independientes o sea haciendo muestreo aleatorio.
e Las poblaciones han de ser normales.

e Las poblaciones han de tener la misma varianza, es decir, heterocedasticidad.

Contraste ANOVA
Se puede estimar la varianza de la poblacion o2 a través de los siguientes estimadores:

e Estimar a o2 de la poblacion a través de la varianza de cada una de las muestras, lo cual se
hace ponderando las varianzas muéstrales. Si k es el nimero de muestras (tratamientos) mi
tamafo de la muestra correspondiente al tratamiento i-ésimo y N es el nimero total de
datos disponible en las distintas muestras, este estimador denominado “varianza residual

” se define como:

52 = §2 — i = 1)sf _ YE(n; — 1S?
BT SEm - 1) N—k

e Estimar o2 de la poblacion, suponiendo que los tratamientos no tienen ningan efecto (o sea
todos tienen la misma media).

En estas condiciones podemos estimar o2 a través de la varianza de las medias muéstrales:

52— gz _ 20— )
r k—1
De este modo si se verifican las hipdtesis, ambas estimaciones no podrén diferir mucho. Si

la hipotesis es cierta, el cociente estadistico de ambas varianzas muéstrales se distribuyen

segun una F es decir

Resumen para realizar el ANOVA:
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e Fijar el nivel de significacion para el contraste, por ejemplo a = 95%, establecer el

contraste de hipotesis:
o Hy: Los tratamientos son iguales uy = pu, = s = -+ = .
o H;: Alguno de los tratamientos es diferente.

e Calcular S3 y S?

L. SZ
e Calcular la estadistica de S—Z
R

. . . . S2 . .
e Calcular F,_; ,—x para la significancia prefijada. Si 5—72" > Fir_1, n—k s la diferencia entre
R

los tratamientos entonces es estadisticamente significativa con el nivel de significancia a.

Tabla ANOVA
Siendo S la suma de los cuadrados se tiene:
S S
2 _ _"R 2 "t
Sk = N—k St k—1

Si Sp es la suma de los cuadrados con respecto a la media global el estadistico S2 es también un
estimador de o2 si se cumplen las hipétesis de igualdad de medias:

2?2?1(%’]’ —37)2 _ 5

§2 =
b N-—1 N-—1

Se puede comprobar que:
Sp =Sgp + 57
En cuanto a los grados de libertad:
Vp =Vep+VpesdecirN—1=(N—-k)+ (k—1)

Sp Se calcula con la siguiente ecuacion:

Se calcula S, y Sy calculando S por diferencia.

Andlisis de la diferencia entre las medias

a) Procedimiento
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1.

b)
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El andlisis de varianza nos indica si alguno de los grupos es distinto, pero no indica cual

para averiguarlo se procede asi:

Construir una distribucion de referencia con la t de student las diferencias de las medias
de t de student para cada uno de los grupos si este solapa o no con los otros.
Contrastar las diferencias de las medias de todos los pares posibles de medias utilizando
la distribucion de t de student con el inconveniente de que entre mas niveles se analicen,
la probabilidad de cometer un error tipo 1 aumenta. Por ejemplo si el nivel de confianza es
0,95 y tenemos 3 grupos , el numero de comparaciones es 3, entonces la probabilidad de
concluir que un grupo es diferente sin que lo sea, es 1-(0.95)"3=0.143-
Método de Bunferroni: Se utiliza cuando el nimero de grupos es grande porque corrige en
parte el efecto anterior.
Realizar comparaciones multiples: Proporcionar intervalos de confianza para las
diferencias de las medias de todos los pares de grupos. Los més utilizados son:

a. Dunnet: Se utiliza cuando se toma uno de los grupos como referencia.

b. MCB de HSU: Compara con el grupo bueno (el mas alto o el mas bajo).

c. Fisher LSD

d. Tukey

Procedimiento de aplicacion

Como en la mayor parte de los procedimientos estadisticos debe comenzarse por

representar graficamente los datos. Si el nimero de datos por grupo es menor que 10, se

recomienda emplear el diagrama de puntos; si es superior a 10 se recomiendan histogramas o

diagramas de caja. En esta representacion deben buscarse valores atipicos. Si estos valores atipicos

no se deben a un error o una causa subsanable (por ejemplo, error de transcripcion de datos) debe

pensarse en la necesidad de transformar los datos para que cumplan las hip6tesis de normalidad.

En la Tabla 5 se dan algunas indicaciones de transformaciones recomendadas. De manera general,

se pueden emplear las transformaciones de Box Cox.

Si los datos proceden de un fenémeno de tipo binomial, por ejemplo porcentaje de unidades

rechazadas, la transformacion adecuada es y = arcsin(p). Si proceden de un fenémeno de tipo

Poisson, por ejemplo, el namero de defectos, la transformacién adecuada es y = Vc.
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La construccion de la tabla ANOVA y la realizacion del contraste puede completarse con

la construccion de intervalos de confianza para las medias de cada grupo y los contrastes maltiples.

c) Validacion de las hipétesis

Es muy importante tener en cuenta en todo momento que la validez de las conclusiones
esta supeditada a que las hipotesis realizadas sean ciertas. Estas comprobaciones pueden hacerse
analizando los residuos, es decir las diferencias que existen entre lo explicado por el modelo y los
valores obtenidos.

Yij = Vit eij
Por lo tanto es preciso realizar las siguientes comprobaciones:

¢ Independencia de los datos: En caso de que los datos se hayan producido segun patrones
temporales, se deben representar los residuos en la secuencia que se obtuvieron y no deben
observarse tendencias, rachas, etc.

e Normalidad de las perturbaciones: Los residuos deben distribuirse normalmente. Debe
representarse en un papel probabilistico.

e Heterocedasticidad: Se representan los residuos por grupos tener una dispersion parecida.

Ver por ejemplo la Figura 2. Si el namero de datos es al mismo para todos los grupos, el

ANOVA es bastante robusto frente a esta hipétesis.

2.22 Teorema central del limite

Sean xq,x,,..x, n variables aleatorias con una distribuccion de probabilidad no
especificada y que tienen una media x y una varianza ¢? finita.

El promedio muestral x = x; + x, + -+ + x,,/n tiene una distribucion normal uniforme

cuando n tiende a infinito. En otras palabras la variable aleatoria (x — u)/("/\m) tiene como

limite una distribucién normal estandar.

La esencia del teorema central del limite recae en el hecho de que para n grande, la

distribucién de ——= es, en forma aproximada, normal con norma 0 y desviacién estandar 1. Sin
vn

importar cuél sea el modelo de probabilidad a partir del que se obtuvo la muestra.
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Debe de tenerse en cuenta que si el modelo de probabilidad de la poblacion es semejante a

una distribucion normal (si es simétrico y existe una concentracion relativamente alta, alrededor
del eje de simetria) la aproximacion a una distribucion normal, serd buena, ain para n pequefio.
Por otro lado, si el modelo tiene alta asimetria, la aproximacién sera buena, para n grande. En

muchos casos puede concluirse de forma segura, que la aproximacion sera buena si n > 30. Por

lo tanto, la variable aleatoria z = ;C/;” , se emplea para formular inferencias cerca de u cuando se
Vn

conoce el valor de la varianza poblacional o2. La variable z es N (0, 1) cuando el muestreo se lleva
a cabo sobre una poblacion que tiene una distribuccion normal y es, en forma aproximada N (0, 1)

para cualquier otro modelo cuando n es grande.

Demostracion Del Teorema Central Del Limite

Se quiere demostrar que la funcion generadora de momentos de f./;“ tiende a la de una
N
distribucion normal estandar, conforme n tiende a infinito.
Sean:
Xi—u
Z; = i=1.2..,n
o
Yy =2 Dado que:
N
n n
1 Z X—u 1 1 z( ) 1 (ni ) —
— T 5 X —u =.F nx —ny) =5
"E\m) "R I\ I\
Entonces,

Se obtiene que la funcién generadora de momentos de Y es igual a la funcion generadora de
n n
momentos de 1/\/5 Yiz1Zi, PEromy,y = [mzi (t/\/ﬁ)] = {E [exp (%/\/ﬁ)]} dado que las Z;

son variables aleatorias independientes al expandir (tzi/\/ﬁ) en una serie de Taylor:
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eXp(tZi/\/ﬁ)=1+\/%Zi Z + / z? ++-.. Tomando los valores esperados con

E(z))=0yVar(Z)=1i=1,2,..,n

Se tiene:
2 t3

tz; )]z e I
E[exp( /\/ﬁ 1+2nzl+3!n3/zzl+

De acuerdo a lo anterior:

t2 £3 " 1 [¢2 t3 "
1+ — Elz31+ | =11 — z31 + ---
My = l +2nz +3!n3/2 [z7] + l { +— z +3 —E[z'] + l}
U tZ 3
— hd - 3
= (1+n) en donde u > +3!\/ZE(Zl)+ 3)

n n
Ahora L, e My(ry = lnosoo (1 + %) , por definicion L, (1 + %) = e conforme

u — oo Todos los términos en u, excepto el primero, tiende n a 0 debido a que todos tiene

potencias positivas de n en sus denominadores por lo tanto, pueda deducirse que:

limneoomY(t) = exp (tz/z)

O la distribucién limitede Y = (x — u)/(° es la normal estandar para los valores grandes
Vn

de n.
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Capitulo 3

3.1 Metodologia

Los datos de la temperatura fueron tomados de las bases de datos de la Universidad
Nacional Auténoma de México, la dificultad se encontr6 cuando para una misma fecha de acuerdo
al sitio existen diferentes temperaturas, por lo cual se decidi6 utilizar dos tipos de sitios y realizar

un promedio en aquellos sitios donde el primero fue en el tropico y el sequndo fuera del trépico.

Los datos de las manchas solares fueron tomados del laboratorio Machine Learning
Repository y del Solar Influences Data Analysis Center Observatory of Belgium, la dificultad se
encontrd en la clasificacion de las manchas solares ya que de acuerdo a la region donde ocurre la
mancha y al tamafio existe una clasificacion para ellas. Por ende, se decidié tomar las mas grandes

en relacion a la cara paralela a la tierra.

La adquisicién de datos y su manipulacion se realizé con el programa Excel con el fin que

los estudiantes de la institucion educativa Lestonnac los pudieran manipular adecuadamente.

Los conceptos necesarios para que los estudiantes puedan manipular los datos se
encuentran en el capitulo anterior, sin embargo, las masas utilizadas fueron las de estadisticas
clasicas, los nuevos conceptos como correlacién funcion teorema del limite central, serie de tiempo
se desarrollaron a través del problema. Cabe resaltar este Gltimo procedimiento ya que conceptos
nuevos y de un mayor grado de complejidad hacia dificil ensefiarse sin unos conceptos previos
que los estudiantes de secundaria no han adquirido todavia, sin embargo, esto no fue razon para
que no se desarrollaran, si bien es cierto no se hizo de manera formal se realiz6 a través de una

forma practica y se concreto el concepto heuristico.



Foto 1: sesion de clase en la institucion educativa
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Capitulo 4

4.1 Resultados y discusion

A continuacion, se mostrara algunos de los datos, de manera completa se encuentran en los anexos.

Tabla 1. Datos

96

TA

DA
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Temp_Med

32,8

32,8

1,75

1,25

Sumatoria | Prom

14

10
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Figura 3: Variacion de Area

N

Temperatura
= N

Figura 4: Variacién de Temperatura
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Conclusiones

1. Existe una correlacion entre las dos variables que nos lleva a pensar en la posibilidad de
que el calentamiento global este afectado por la radiacién que se genera en la actividad
solar. Si bien es cierto que existe dicha correlacion esta no es la Unica variable que debe
tenerse en cuenta lo que seria una simplificacion ideal.

2. El andlisis de datos a través de problemas concretos facilita los procesos de ensefianza de
algunos tdpicos de la estadistica en secundaria.

3. Laensefianza de la estadistica como ciencia transversal puede aprovechar las ventajas de
abordarla desde ejemplos practicos y de interés a los estudiantes, ya que en muchas

ocasiones, es este el mayor factor que aluden los estudiantes en su proceso de aprendizaje.
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Trabajos Futuros

Realizar una correlacién con mas variables en la que se pueda exponer con mayor realidad el
problema.

Utilizar otro tipo de técnicas para realizar el mismo estudio y comparar las diferentes técnicas.

Realizar promedios de temperatura en la tierra en muchos mas puntos ya que de acuerdo al sitio la
temperatura varia.

Realizar las simulaciones con otro tipo de programas informaticos.
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Apéndice

Datos de las manchas solares y de la temperatura: DATA (02/13/69 to 03/27/69)
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